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内 容 简介 


本 书 是 一 本 有 限 群 的 入 门 书 , 展示 了 有 限 群 现代 理论 的 概念、 方法 和 
SR. 全 书 共 12 章 , 前 8 章 是 基础 ， 附 有 习题 . 全 书 主要 内 容 包 括 ， 群 论 
的 基本 概念 ， 置 换 群 ,P HAREE. AR, ERRER ERER. T 
素 作用 和 二 次 作用 有限 群 的 局 部 和 整体 的 对 应 等 . 

“该 书 较 早 地 引入 了 和 群 在 集合 和 和 群 上 的 作用 ， 且 在 整 本 书 中 都 对 此 
进行 了 行 之 有 效 的 运用 ”( 摘 自 美国 《数学 评论 妨 .“ 这 是 一 本 写 得 很 好 的 
书 . 它 不 仅 给 出 了 进入 这 个 学 科 领 域 的 入 门 知识 , 而且 为 我 们 展示 了 近 
斯 研究 中 非常 话 跃 的 部 分 . 它 是 为 我 们 讲解 融合 方法 及 其 应 用 的 第 一 本 
书 ”( 摘 自 德国 《数学 文摘 》). 

本 书 可 作为 高 等 院 校 数学 ,物理 和 化 学 专业 高 年 级 学 生 和 研究 生 教材 ， 
并 适合 于 上 述 专业 的 学 生 、 教 师 和 有 关 的 科技 工作 者 阅读 , 
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寄语 中 国学 生 


群 论 课程 很 可 能 在 几 个 方面 与 以 前 学 过 的 其 他 数学 课程 有 所 不 同 . 要 解 的 方程 
很 少 , 公式 则 更 少 . 虽然 有 一 些 定义 和 定理 需要 学 习 , 但 仅 靠 死记 硬 背 很 难 通过 这 
门 课程 . 深刻 理解 概念 并 能 够 应 用 它们 , 是 成 功 的 基础 . 

本 书 也 很 可 能 在 几 个 方面 不 同 于 其 他 群 论 教材 : 

“我 们 将 尽 可 能 向 读者 介绍 这 样 一 些 内 容 , 据 此 将 有 助 于 读者 (在 群 论 领 域 中 ) 
获得 成 功 , 或 可 能 为 将 来 的 工作 打开 新 的 前 景 "(摘自 本 书 英文 版 序 ). 

“该 书 是 在 许多 方向 深入 研究 的 出 发 点 ” (摘自 H. Bechtel, 美国 《数学 评论 》). 

“作用 是 本 书 的 核心 内 容 , 我 们 的 讨论 涉及 这 一 概念 的 若干 方面 ,如 群 在 陪 集 
和 和 群 上 的 作用 , 互 素 作用 和 二 次 作用 等 "(摘自 本 书 英 文 版 序 ). 

“这 是 为 我 们 讲解 融合 方法 及 其 应 用 的 第 一 本 书 "(摘自 G.Stroth, 德国 《数学 
文摘 》). 

本 书 的 前 8 章 试 图 给 出 一 个 快速 直接 的 途径 , 使 得 每 一 个 对 有 限 群 感 兴 趣 的 
学 生 能 很 快 地 接触 那些 应 该 知道 的 方法 和 结果 . 前 8 章 都 附 有 习题 . 这 些 习 题 是 重 
要 的 , 它 将 会 使 学 生得 到 从 事 群 论 研 究 和 发 现 自我 的 能 力 . 

这 门 课程 有 两 个 显著 的 特点 , RARAS, 二 是 比 以 前 所 学 过 的 数学 课程 更 
强调 证 明 . 由 于 特点 之 一 是 证 明 . 在 阅读 本 书 之 前 , 让 我 们 说 明 本 书 中 是 如 何人 处理 
证 明 的 . 目标 是 能 读 懂 证 明 , 并 且 能 独立 地 进行 证 明 . 帮助 达到 这 一 目标 的 方法 也 
许 要 回忆 起 写作 课 . 首先 , 必须 阅读 、 分 析 并 研究 许多 范例 , 然后 才能 尝试 以 目 己 的 
风格 去 写作 , 修订 , 最 后 创作 出 一 篇 有 说 服 力 的 文章 . 这 里 , 没有 任何 公式 和 固定 的 
路 子 . 

本 书 将 提供 大 量 的 证 明 供 阅读 和 分 析 . 一 些 习 题 要 求 对 证 明 进 行 概括、 分 析 和 
评论 , 另 一 些 则 要 求 完 成 一 些 未 完成 的 证 明 . 最 后 , 有 许多 机 会 自己 去 构造 一 个 证 
明 . 相信 自己 , 阅读 和 证 明 是 一 项 可 学 习 的 技能 . 

更 广泛 地 讲 , 我 们 希望 本 书 能 帮助 你 成 为 一 个 善于 思考 的 学 习 者 , 一 个 具有 创 
新 精神 的 解决 问题 的 能 手 . 

惠 心 祝愿 你 获得 有 趣 的 体验 和 成 功 . 


Hans Kurzweil 
Bernd Stellmacher 


A Word to Chinese Students 


A group theory course is likely to be different from your previous mathematics 
courses in several ways. There are very few equations to solve, even fewer formulas. 
Although there will be definitions and theorems to learn, rote learning memorization 
alone will not carry you through the course. Understanding concepts well enough to 
apply them in a variety of settings is essential for success. 

This book is also likely to be different from other group theory texts in several 
Ways: 

“We want to introduce the reader to some of the developments in this area that 
contributed to this success or may open new perspectives for the future” (quoted from 
the preface of English edition of this book). 

“The text serves as a springboard for deeper study in many directions” (quoted 
from H. Bechtell, Mathematical Reviews). 

“The notation of action, in all its facets, like action on sets and groups, coprime 
action and quadratic action, is at the center of our exposition” (quoted from the 
English edition of this book). 

“This is a first book which shows us the amalgam method and moreover shows 
how it works” (quoted from G. Stroth, Zentralblatt). 

The first eight chapters are intended to give a fast and direct approach to those 
methods and results that every student should know who is interested in finite groups. 
The first eight chapters are accompanied by exercises. These exercises are important 
and they should allow the students to get engaged with group theory and to find out 
about their abilities. 

Two distinctive features of this course are a higher level of abstraction and more 
emphasis on proofs than you have perhaps encountered in earlier mathematics course. 
One of the features is proofs. Before you close the book right here, let us tell you 
something about how proofs are handled in this book. The goal is for you to be able 
to read proofs intelligently and to produce proofs on your own. The way we help you 
to achieve this goal may remind you of your composition classes. First, you read, 
analyze and study many examples. Next, you try your hand at the specific style and 
rewrite it to produce an essay or whatever form is required. There are no formulas 


-iv: A Word to Chinese Students 


or rote procedures for writing. 

In this book we give you lots of proofs to read and analyze. Some exercises ask 
you to outline, analyze or critique a proof. Other exercises require the completion of 
partial proofs. Finally, there are many opportunities for you to construct a proof on 
your own. Believe us, reading and writing proofs are learnable skills. 

On a large scale, we hope this text helps you become a reflective learner and an 
innovative problem solver. 

Best wishes for a successful and interesting experience. 


Hans Kurzweil 
Bernd Stellmacher 


中 译本 前 言 


本 书 的 德 文 版 是 第 一 译 者 在 出 席 1998 年 于 柏林 举行 的 国际 数学 家 大 会 后 , 从 
著名 群 论 专 家 O. H. Kegel 教授 处 得 到 的 ，O.H. Kegel 明确 指出 :“ 作 为 研究 生 教 
H, 这 是 一 本 很 好 的 教科 书 .” 时 光 很 快 地 过 了 6 F, 当 得 知 此 书 已 有 英文 版 时 , 译 
者 购买 了 此 书 的 英文 版 . 此 时 , 本 书 的 第 二 译 者 已 成 为 译 者 的 博士 研究 生 . 师 生 共 
同 努 力 , 在 教学 过 程 中 边 读 边 翻译 出 了 此 书 的 初稿 . 无 独 有 偶 , 校 者 也 用 此 书 的 德 
文 版 为 教材 培养 了 黎 年 的 研究 生 . 

关于 本 书 , 一 些 群 论 专家 给 出 了 很 高 的 评价 , 我 们 摘 译 如 下 ， 

H. Bechtel 在 《数学 评论 》 中 指出 : “这 是 一 本 激动 人 心 的 教科 书 , 对 (和 群 论 ) 
这 一 领域 给 出 了 新 的 贡献 , 具有 使 读者 爱不释手 的 魅力 . 尽管 本 书 没有 讲 到 表示 论 
和 单 群 的 结构 , 但 仍然 是 在 许多 方向 进行 深入 研究 的 出 发 点 . 读 完 本 书 , 读者 不 仅 
在 有 限 群 理论 的 深度 和 广度 两 方面 获得 知识 , 而 且 能 够 深切 地 感受 到 那些 构成 现 
代 研 究 基 础 的 概念 的 产生 和 发 展 . 这 些 概念 是 通过 一 条 主线 从 一 个 到 另外 一 个 自 
然 地 联系 起 来 的 , 而 不 是 断 开 的 . 读书 较 早 地 引入 了 群 在 集合 和 群 上 的 作用 , 并 且 
在 整 本 书 中 都 对 此 进行 了 行 之 有 效 的 运用 . 参考 书目 (对 相关 内 容 ) 提供 了 很 好 的 
补充 .” 

G. Stroth 在 《数学 文摘 》 中 指出 : “总 之 , 这 是 一 本 写 得 很 好 的 书 . CAM 
给 出 了 进入 这 个 学 科 领 域 的 入 门 , 而 且 为 我 们 展示 了 近期 研究 中 非常 活跃 的 部 分 . 
它 是 为 我 们 讲解 融合 方法 及 其 应 用 的 第 一 本 书 . 也 许 它 能 够 与 20 世纪 六 七 十 年 
{È Gorenstein 的 名 著 一 样 对 群 论 产 生 同 样 的 影响 . 这 是 一 本 值得 每 个 图 书馆 收藏 
的 书 .” 

根据 我 们 的 教学 经 验 , 本 书 的 前 几 章 比 较 容 易 读 懂 , 但 习题 较 难 . 可 以 把 一 些 
较 难 的 题 放 一 放 , 到 后 面 再 去 做 . 本 书 的 前 三 四 章 可 以 作为 大 学 高 年 级 本 科 生 的 选 
修 课 教材 , 前 8 章 ( 附 有 习题 ) 可 作为 研究 生 教材 , 最 后 4 章 是 一 些 比 较 深入 的 
专题 研讨 ， 对 于 研究 生来 讲 , 我 们 提倡 读 原 文 , 但 在 教学 中 我 们 也 发 现 有 些 同 学 对 
原文 理解 不 准确 . 在 翻译 此 书 的 过 程 中 , 我 们 也 改正 了 原文 的 一 些 错误 (包括 印刷 
错误 ). 

苏州 大 学 将 本 书 作为 研究 生 优 秀 教材 建设 立项 并 给 以 经 费 资助 , 译 校 者 的 研究 
生 们 对 本 书 的 翻译 也 提供 了 具体 的 帮助 , 特别 是 本 书 的 出 版 得 到 了 徐 明 暴 教 授 的 支 
持 , 在 此 我 们 一 并 表示 由 囊 的 感谢 . 

2008 年 是 本 书 第 一 译 者 的 导师 陈 重 穆 教 授 逝 世 10 周年 ， 本 书 的 第 二 作者 


WE 中 译本 前 言 


B. Stellmacher 教授 是 校 者 的 博士 生 导 师 , 我 们 以 此 书 的 出 版 来 表达 对 他 们 的 怀念 
和 感谢 | 


由 于 译 校 者 的 水 平 有 限 , SPH RSA HAAR, 不 当 之 处 辐 请 读者 
指正 . 


译 校 者 
2008 年 5 月 


前 言 


有 限 群 理论 始 于 19 世纪 , 现 已 发 展 成 为 一 个 内 容 丰 定 且 独立 的 代数 学 分 支 . 
20 世纪 80 年 代 初 , 这 样 的 发 展 在 有 限 单 群 分 类 的 过 程 中 达到 顶点 , 有 限 单 群 分 类 
的 方法 和 结论 给 了 人 们 一 个 深刻 的 印象 和 令 人 信服 的 论证 . 

在 本 书 中 , 我 们 将 尽 可 能 一 一 在 一 个 导 引 尽 可 能 做 到 的 范围 内 向 读者 
介绍 这 样 一 些 内 容 , 据 此 将 有 助 于 读者 (在 群 论 领域 中 ) 获得 成 功 , 或 可 能 为 将 来 的 
工作 打开 新 的 局 面 . 

本 书 的 前 8 章 试图 给 出 一 个 快速 直接 的 途径 , 使 得 每 一 个 对 有 限 群 感 兴趣 的 
人 能 很 快 地 接触 那些 应 该 知道 的 方法 和 结果 . 有 些 部 分 , 如 血 零 群 和 可 解 群 ， 只 介 
绍 一 般 情况 下 所 必须 了 解 和 研究 的 内 容 . 

作用 是 本 书 的 核心 内 容 , 我 们 的 讨论 涉及 这 一 概念 的 若干 方面 , 如 群 在 陪 集 和 
群 上 的 作用 、 互 素 作 用 和 二 次 作用 等 . 

最 后 一 章 集中 于 有 限 群 的 局 部 和 整体 的 对 应 . 具体 目标 是 研究 所 有 的 2 局 部 
子 群 均 为 可 解 的 非 可 解 群 . 读者 将 体会 到 本 书 中 几乎 所 有 的 方法 和 结果 都 要 用 在 
这 个 研究 上 . 

在 这 本 书 中 , 我 们 至 少 有 两 部 分 内 容 没 有 涉及 有 限 群 表示 论 和 对 有 限 单 群 
( 除 少数 例外 情形 ) 的 讨论 . 对 于 这 两 部 分 内 容 , 我 们 感到 在 本 书 的 框架 内 没有 足够 
的 方法 来 介绍 它们 . 

对 在 本 书 中 已 证 明 或 提 到 的 较 重要 的 结果 , 我 们 将 尽量 给 出 原始 论文 作为 参 
考 , 在 少数 情况 下 也 给 出 另外 的 证 明 . 在 附录 中 , 我 们 陈述 了 有 限 单 群 分 类 定理 以 
及 一 些 和 最 后 一 章 的 课题 相关 的 基本 定理 . 

前 8 章 都 附 有 习题 . 通常 没有 按照 难度 的 递增 来 排列 这 些 习 题 , 其 中 的 一 些 需 
要 读者 深思 熟 氏 和 耐心 地 思考 .这 些 习 题 将 会 使 读者 得 到 从 事 群 论 研究 和 发 现 目 
我 的 能 力 . 

读者 可 以 把 一 些 看 起 来 较 困 难 的 练习 推迟 到 以 后 , 以 便 运用 比较 丰富 的 经 验 和 
从 后 面 章节 的 学 习 中 得 到 的 启发 来 证 明 它 们 ， 

在 这 里 还 应 该 指出 , 除 第 1 章 外 所 考虑 的 群 都 是 有 限 的 . 

要 特别 感谢 同事 H. Bender. 没有 他 , 我 们 不 会 写 这 本 书 , 没有 他 的 鼓励 和 支 
持 , 将 会 是 另外 一 种 情形 . 

感谢 J. Hall 阅读 了 整个 手稿 ，A，Chermak 阅读 了 其 中 的 一 部 分 . "也 感谢 


+ viii « 前 = 
B. Baumann, D. Bandy, S. Heiss 和 P. Flavell, 他 们 提出 了 有 益 的 评论 和 建议 . 
本 书 的 德 文 版 在 1998 年 已 由 Springer-Lehrbuch 出 版 . 


Erlangen, Germany Hans Kurzweil 
Kiel, Germany Bernd Stellmacher 
February 2003 
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第 1 章 基本 概念 


本 章 将 介绍 有 限 群 理论 的 一 些 基本 概念 , 这 些 概念 中 大 部 分 适用 于 任意 群 , 即 
有 限 群 或 无 限 群 . 因此 本 章 中 所 研讨 的 对 银 不 要 求 为 有 限 (在 后 面 的 章节 中 会 有 有 
限 性 的 假设 ). 


1.1 群 和 子 群 


一 个 非 空 集合 G RAK (group), 如 果 对 每 一 个 有 序 对 (2,y) Gx G.c Ml yf 
的 乘积 (product) zy e G 都 是 确定 的 , 并 且 满 足下 述 公理 : 

结合 律 (associativity) ”对 任意 的 x,y,z€G, x(yz) = (xy)z. 

存在 单位 元 (identity) Æ G 中 存在 一 个 元 素 e, 对 任意 的 zeG 都 有 ex = 
Le = T D, 


FET (inverse element) 对 每 一 个 z e G 存在 一 个 元 素 rec, HA 


如 果 群 G 也 满足 

3274842 (commutativity) ”对 所 有 的 z,y eG 都 有 zy = yr, 
则 称 群 G 为 变换 群 外 (或 称 Abel 群 ). 

下 文中 , 记号 G 总 表示 一 个 群 . BARBS MASE (generalized associative 
law): G 中 元 素 zx; 的 乘积 2,22 --- cy 对 每 一 个 (合理 的 ) 添加 括号 的 方式 都 给 出 相 
同 的 元 素 . 所 以 ri RRR EY, 可 简 记 为 ritr ap. 

G 的 单位 元 e TURA 1( 或 1c). 如 果 G 是 交换 群 , 写 为 加 法 形式 时 , e 也 可 
以 记 为 0( 或 06). 

记 

G* aimee sel, 


HreG yi 和 ys kee Hawn, 则 有 
yo = (Mr)y = (typ) = yn. 


T 如 果 e 也 是 一 个 单位 元 ; WA e = ee' =e. TRG 的 单位 元 是 唯一 确定 的 . 
D 交换 群 常 写 为 加 法 形式 ， 此 时 , 由 有 序 对 {zx, y) 确定 的 元 素 记 为 + y, Oo 与 yy 的 和 (sum). 
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因此 r 的 道 元 是 唯一 确定 的 . 这 说 明 对 任意 的 a,b e G, 方程 
ya=b A ar=b 
在 G 中 都 有 唯一 的 解 , 即 
y=ba Mc =a. 


于 是 左 、 右 消去 律 在 群 中 都 成 立 . 
Frac, > 


r" =a za. 


PRICK z? 为 r AAt (conjugate). 确切 地 说 , z* 是 r Æa FIY. 
1.1.1 设 aecC, 下 面 的 几 个 映射 : 


cera, crear, meg, rer’ 


定义 了 G 到 G 上 的 双 射 . 口 
MF G 中 的 一 个 元 r, 定义 r WW (powers) 


y’ = l; g? Ei “ = (an pz, 其 中 ， nme NL 


i 


于 是 


nae 
且 对 n 用 归纳 法 可 得 到 指数 律 (laws of exponents): MEE i,j « Z, A 
gtd = atri 和 (ct) = rti, 
如 果 群 G 只 包 售 有 限 个 元 素 , 那么 群 G 叫做 有 限 群 (finite group). Kit, # 
G 的 元 素 的 个 数 叫做 群 G 的 阶 (order), 记 为 IG|. 每 一 个 n 阶 的 有 限 群 G = 


{z1,° om ,Tn} 都 可 以 被 它 的 群 表 (group table) i ie (ti) 描述 ， 其 中 ， tij = TiTi EG. 
THT 是 元 素 在 G 中 的 n x n jE. 例如， 


D 在 加 法 形式 的 群 中 , nz =2r+---+2(n 个 a HA). 


ll AFE 4. 


是 一 个 6 阶 非 交 换 群 的 群 表 外. 

建议 读者 用 这 个 例子 去 验证 后 面 要 学 到 的 概念 和 定义 . 

如 果 群 G 的 每 个 元 素 都 是 G 的 某 个 固定 元 素 g HK, 那么 把 群 G 叫做 循环 
群 (cyclic group). 这 时 可 记 为 

(Ya toh 
循环 群 的 乘法 由 指数 律 决定 . 特别 地 , 循环 群 是 交换 群 . 
RijkeZ, MR ie | 的 因子 , WARA ilj E 
如 果 k\(i — j), AH i = j(mod k). 


注意 到 每 一 个 整数 都 是 0 的 因子 . 
11.2 设 G 是 一 个 n 阶 循环 群 , 那么 


G = {1,g,--- a} 


AA 

(a) n = min{m € N |g™ = 1}. 

(b) H} 2EZ FA: g* =1e nile. 

(c) M i,j,k € {0,1,---,n—1} A gig? = g* & i +j = k(mod n). 

证 明 A )(g)| < 00, 所 以 存在 a, DEN, a <b tE g= 9). FE og *=1. N 
此 存在 


l := min{m E€ N |g" = 1}. 
WR gt = gi, EP, 0<i<cjsl-1, 那么 gi =1, 这 与 ! 的 极 小 性 矛盾 . F 
是 所 有 的 元 1,9,--- gl 均 互 不 相同 . 因为 每 一 个 整数 > E 2 都 可 以 表示 为 
z=lt+r, HA, te Z, re {0,1,--- ,/—1}, 


O#d:= : : tae (1 ， 3 |i TORES G 是 在 (1,2,3) 上 的 时 即 对 
FREE S53{ 见 4.3 节 1), 
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g =g''g" =) =g". 

因此 G = {1,9,---,g/"},l=n. 同 理 可 证 (a) 与 (b), 从 而 得 出 (0). 口 

G 的 一 个 非 空子 集 U RA G 的 一 个 子 群 (subgroup), WE U 对 于 G 的 乘法 
是 一 个 群 . 这 显然 等 价 于 说 , 对 所 有 的 my CU, zy Mr 都 在 U 中 . 把 是 
G 的 子 群 记 为 U <G. 进一步 , WRU 4 G, BAU 称 为 G 的 真子 群 (proper 
subgroup), WA U < G. 每 一 个 群 都 有 一 个 平凡 子 群 (trivial subgroup) U = {1}, 
为 简便 起 见 可 记 为 U = 1. 

显而易见 , G 的 任 一 组 子 群 的 交 也 是 G 的 一 个 子 群 

对 于 G 的 一 个 子 群 U #1, 如 果 没 有 其 他 G 的 非 平凡 的 子 群 真 包含 在 U 中 ， 
那么 U 称 为 G 的 极 小 (minimal) FH. 对 于 G 的 一 个 子 群 UG, WRU 不 包 
会 在 G 的 任何 其 他 真子 群 中 , 那么 U 就 称 为 G MARX (maximal) FE. 

显然 , 每 一 个 非 平凡 的 有 限 群 都 有 极 小 和 极 大 子 群 . 

1.1.3 设 U 是 G 的 一 个 非 室 有 限 子 集 , 车 对 所 有 的 zx,yeU 都 有 cy ev 
WU A G 的 一 个 子 群 . 

证 明 AA U EARE, Hee U,V 到 自身 上 的 映射 w :wuz 既是 单身 
又 是 满 射 . 于 是 1= zr eU, et =1" eU. o 

对 G 的 一 个 非 空 子 集 X, 定义 


(X) := {a} --- 23a, € X, 2; € Z, j e N} 
ABX 生成 的 子 群 . 记 (2) := 1. 在 X 是 有 限 集 [r en) 的 特殊 情形 , 也 记 
(X) = (z1,+++ En). 
MR = {各 ,… Xn} 是 G 的 子 集 的 有 限 集合 , 可 记 为 


人 (Ù Xi). 


11.4 BX EGH-T+THR, W(X) 是 G 的 一 个 子 群 . 更 确切 一 点 , (x) 
是 G 的 包含 X 的 最 小 子 群 . 

证 了 明 “如 果 a,b € (X), WA abarl 也 在 (X) P. 于 是 (X) 是 一 个 子 群 . G 
的 每 一 个 包 售 X 的 子 群 均 包含 (X). 口 

在 一 些 情况 下 , 生成 集 X 的 性 质 已 经 确定 (X) 的 结构 . 例如 , 如 果 对 所 有 的 
2,yEX CGFA zy= yr, MA (X) 是 一 个 交换 群 . 

设 ge G. 循环 子 群 (9) 是 G 的 包含 g 的 最 小 子 群 . 如 果 (9) 是 有 限 的 , 那么 


o(g) := |(g)| 


Ll 群 和 子 群 
是 g 的 阶 (order). 根据 1.1.2, o(g) 是 使 g" = 1 最 小 的 正 整 数 n. 
对 G 的 两 个 非 空子 集 A,B, > 
AB := {ablae A,b E€ B}, A` := {a llae A}. 


称 AB 是 AÑ B HIRE (complex product)( 或 简称 为 积 ). 乘积 的 定义 表明 G 的 非 
空子 集 的 眉 法 满足 结合 律 , 并 且 


(AB)! ace 
5 A= {a} 3È B = {b} 时 ,把 AB 分别 记 为 aB 或 Ab, AXt g eG, ie 
BY := g7} Bg, 


称 Bs 为 BE G PRIZE (conjugate), 确切 地 说 , Bs 为 B Eg FOH. 对 任意 


ACG, 
BA := {Bla € A}. 


注意 到 对 G 的 非 空 子 集 U 有 
Veces UY = =U. 


1.1.5 RAMA B 是 G 的 子 群 , 则 ABE G 的 子 群 当 且 仅 当 AB = BA. 
证 明 由 AB<G, 得 


(AB) = (AB)-! = BA” = BA. 
如 果 AB = BA, 那么 


(AB)(AB) = A(BA)B = A(AB)B = AABB = AB 


且 
(AB) = BA! = BA = AB. 
于 是 AB <G. 口 
1.1.6 设 A4 和 B 是 GG 的 有 限 子 群 , 则 
_ |4||Ba| 
AB eh 


证 明 ”在 Cartesian( 笛 卡 儿 ) 积 Ax B 上 定义 一 个 等 价 关系 


(a1,b1) pa (ag, bg) = aib = aabo. 
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TE |AB| 是 A x B 中 等 价 类 的 个 数 . 设 (a,b) EAX B. 由 于 


azb = aib aT aa = bbz (€ AN B) 
e FE de ANB {AË ag = aid, bi = dbo. 


在 等 价 类 
{(az, ballaib ~ agba} 
中 怡 好 包含 |An B 个 元 素 . 于 是 结论 得 证 . 口 
设 U 是 G 的 子 群 且 x € G. 乘积 


Ux = {urlu € U} & zU = {rulu € U} 
ike U 在 G PR ABS (right coset) 与 左 陪 集 (left coset). 对 应 
Ure (Ur) =U 


定义 了 一 个 从 U 的 右 陪 集 的 集合 到 左 陪 集 的 集合 之 间 的 双 射 . 如 果 U 在 G 中 的 
右 陪 集 之 集 是 有 限 的 , 那么 U 在 G 中 的 右 陪 集 数 称 为 U 在 G 中 的 指数 (index), 
WA |G: u| ©, 

ALA ur ur ÆA U B| Ur 的 双 射 ( 见 1.1.1), 对 所 有 的 re G, 都 有 


|U] = |U2| = zol 


又 因为 


x=I1g7 € Uz, 
U 的 右 陪 集 覆盖 集合 G, AM yc GA 
Uz=Uysyr !eU eye Us. 


因此 , U 的 任何 两 个 右 陪 集 或 者 相同 或 者 不 相交 包 . 
于 是 得 到 下 面 的 定理 ; 
1.1.7 ” Lagrange( 拉 格 朗 日 ) 定 理 久 ” 设 U 是 有 限 群 G 的 一 个 子 群 , 则 


IGI = UG: U]. 
T 如 同 右 陪 集 一 样 , FE A RE RE, 
加 UF 的 右 陪 般 是 如 下 等 价 法 系 ; 
由 
Perse. 
D 参照 文献 [75] 和 [42]. 


ll RAT a 


特别 地 , 整数 |U| 和 |G: U| 都 是 |G| HAS. 口 
因为 对 所 有 的 ge G 都 有 (g) 是 G 的 子 群 , 从 1.1.7 即 得 
1.1.8 ”对 于 任意 一 个 有 限 群 G 和 任意 的 ge G, g MBE |G. o 


mU<G,SCG. WE 5 恰 包 含 每 一 个 右 陪 集 Urr e G) 中 的 一 个 元 素 , 那 
AR 5 是 U EG 中 的 代表 系 (transversal) ©, 如果 5 aA U 在 G 中 的 每 一 个 
左 陪 集中 的 一 个 元 素 , 那么 5 是 三 在 G 中 的 左 陪 集 代表 系 (left transversal). 

11.9 设 5cG, 则 5 是 子 群 U 在 G 中 的 一 个 代表 系 当 且 仅 当 G=US H 
对 5 PRA s +t A st Zu. 

MRS 是 U 在 G 中 的 代表 系 , 那么 映射 


UxS 4G, 其中, (ui,s) us 


是 双 射 . 

MAR Us= Ut st ev. 口 

下 面 是 一 个 重要 的 特殊 情况 : 

1.1.10 RUASHEGINTHAG=USUnNS=1,BAskhUEG 
的 代表 系 . 口 

这 样 的 群 5 A U E G 中 的 补 (complement). 

下 面 的 结论 经 常用 到 ; 

1.1.11 Dedekind( 戴 德 金 ) 恒 等 式 i G= UV, 其 中 , U,V 是 G 的 子 群 . 那 
么 每 一 个 满足 条 件 U <H < G 的 子 群 HETARA =U (HV). 

证 明 U 在 G 中 的 每 一 个 陪 集 与 U EH 中 的 每 一 个 陪 集 都 包含 V 中 的 一 
个 元 素 . 口 

根据 Lagrange 定理 , 有 限 群 G 的 阶 的 因子 是 G 的 重要 的 不 变量 . 

设 下 是 所 有 正 素数 的 集合 , 对 neN 记 


a(n) := {p € P| p 整除 n}. 


对 有 限 群 G, 定义 
T(G) := m(|Gh). 


对 z e G, WIR olr)  p HMR r 为 p TR (p-clement)(p € P); 如果 
m(G) = {p}; 即 |G| Æ p WI, 则 称 G A p 群 (pgroup). 对 每 一 个 pe P, 把 单位 
元 (单位 群 ) 看 成 是 p 元 素 (p 群 ). 如 果 群 G 的 一 个 子 群 是 p 群 , 那么 这 个 子 群 叫 
ii G H p FE (p-subgroup). 


* Lagrange 定理 的 道 一 般 和 不 成 立 ,一 E 
D 也 称 U EG PHARES (set of right coset representatives). 
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从 1.1.8 得 到 了 群 的 每 一 个 元 都 是 p 元 素 , 其 道 也 成 立 . 这 是 Cauchy( 柯 西 ) 定 
理 的 一 个 结论 ( 见 3.2.1). 


习 题 


PH AB, C EAB G MTR. 
1 WR B <A, WJA: B| ]CNA:CARB]. 
2H B < A. WE rioan BATE GC PHAR, y, ,ym BBE A PHRER, 
则 {uthi 是 E G 中 的 代表 系 . 
3. |G: AN B| < |G: AJG : Bl. 
. AUB 是 局 的 一 个 于 群 , SERS ACRBR BCA. 
. RHE ge GAG=AA', 则 已 = 4. 
. 设 |G| 是 一 个 素数 , MA 1 和 GG EHC RAHAT. 
. G 的 阶 是 偶数 当 且 仅 当 G 中 对 合 中 的 个 数 是 奇数 . 
. 如 果 对 所 有 的 yeG 都 有 y= 1, UG 是 交换 群 . 
. H |G| =4, M G 是 交换 群 且 包含 一 个 2 阶 子 群 . 
10. WME G 恰 有 一 个 极 大 子 群 , 那么 G 是 循环 群 . 
11. 假设 A21 且 对 所 有 的 geG'\ A 都 有 AnA =1, W 


D 0 aA & o b 


UU 4? > +l. 
gEG 
12. 如 果 A £G, MA G 【上 上 AF. 
geG 
13. i AP = {A , An}, M (An , An) = Ar An. 


1.2 同 态 和 正规 子 群 
BGA H ER. 称 映射 
p: G — H 


(可 以 写 为 “指数” 形式 ro rt) 是 一 个 从 G 到 H 的 同 态 (homomorphism), 如 果 
它 满足 
对 所 有 的 x,y € G, 有 (xy)? = zryr. 


1.2.1 WRAS p: G — H EMY, 那么 它 的 道 映射 p 也 是 一 个 同 态 . 
证 明 由 


=] = = = 
(a? ye P= (a? Jey? 一 cy， 2,yeH 


D 对 合 是 阶 为 2 的 元 素 ; 见 27 页 . 


12 同 态 和 正规 子 群 po 


得 到 等 式 
BP iy? (ay) 口 
E yp EAG 3) A MRA, X CGY CH. id 
X® := {lre X}, Yr := {ge Glg" € Y}, 


Kery := {z € Glz” = lg}, Imp := G". 


称 Xe 为 X 的 像 (image), Ye ”为 了 (关于 p) 的 道 像 (inverse image). 进一步 , 称 
Ker (= 1%") Ap WIH (kernel), 而 Imp 为 w 的 像 . 

WR Imy = H, WAA yp 叫做 满 同 恋 (epimorphism), 如 果 H = G, 则 称 为 自 
fe]#(endomorphism), 如 果 p 是 单 映射 , MEA y iA ES (monomorphism), 如 
R p 是 双 射 , MERAH (isomorphism), 如果 y 是 双 射 又 是 自 同 态 ， 则 称 为 自 同 
构 (automorphism). 

如 果 p 是 一 个 同 构 , 那么 称 G 同 构 于 H; 记 为 G = a. 

下 面 的 绪论 可 从 群 的 公理 直接 得 到 ， 

è (lg)? = 1g. 

。 对 所 有 的 x eG 有 (a)? = (x?) 71D, 

s 如果 也 是 G 的 子 群 , BAe EHATE. 

。 如 果 T 是 HATH, 那么 Ye” 是 G 的 子 群 . 

eX X CGA (X 一 (其 2)， 

1.2.2 ti N=Kery, 则 对 所 有 的 zeG 有 


Na = {y € Gly? =2?} = aN. 


证 明 
y? = r? ey (f) l= 1 y? (27)? = 1 
(y =leyr t EN 
Sy ENT. 
同样 地 , 有 


y? =a? & (2?) ly? =1e>--- ye aN, 


设 NN 是 G 的 一 个 子 群 . 车 
D 常 把 (Eia 写 戌 F. 
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对 所 有 的 zeG 都 有 Nz = zN， 
则 称 N 为 G 的 正规 子 群 (normal subgroup) (或 N 在 G 中 正规 (normal)). 把 N 
在 G 中 正规 记 为 NAG. WRN EG 中 正规 , WA N 的 任意 一 个 右 陪 集 也 是 N 
的 一 个 左 陪 集 , 于 是 可 简单 地 称 为 N 在 G 中 的 陪 集 (coset). 因为 


Na =2N N =g N(= N*), 


可 以 得 到 
1.2.3 THN EG 中 正规 当 且 仅 当 对 所 有 的 yeEN 和 zeG 都 有 EN. 
口 
E G 本 身 是 G 的 一 个 正规 子 群 ， 此外，G 总 有 一 个 平凡 正规 子 群 (trivial 
normal subgroup) 1. 如 果 C zl 且 @ 和 1 是 G 仅 有 的 正规 子 群 , 那么 G 称 为 单 
群 (simple group). 例如 ， 素数 阶 群 就 是 单 群 ( 见 1.1.7). 
下 面 的 结论 是 经 常 要 用 到 的 , 它们 可 以 直接 从 正规 子 群 的 定义 得 到 . 
. 对 G 的 每 一 个 同 态 p, G (G*) 的 任 一 个 正规 子 群 的 像 ( 道 像 ) 都 在 GG) 
中 正规 . 
se 的 任 两 个 正规 子 群 的 积 与 交 都 在 G 中 正规 . 
eMRU<G, NAG, HANAU AU. 
* 如 果 UU << GG, 那么 
Us:= {|Us 
geG 
是 G 的 包含 在 U 中 的 最 大 的 正规 子 群 . 
o 如 果 X CG, 那么 (X9) 是 G 的 包含 X 的 最 小 的 正规 子 群 . 
BN 是 G 的 正规 子 群 , G/N 是 N 在 G 中 的 所 有 陪 集 的 集合 . 对 Na, Ny E 
G/N 有 
(Nz)(Ny) = N(zN)y = N(Nz)y = Nay. 


于 是 有 
(+) (Na)(Ny) = Nay, 对 所 有 的 my €G. 


因此 , ZERRE G/N 上 定义 了 一 个 具有 结合 律 的 乘法 . 显然 N = Nlc 是 
G/N( 关 于 这 个 乘法 ) 的 单位 元 , 而 Nz-! 是 Nz Ht. 于 是 有 

1.2.4 设 NN 是 GG 的 正规 子 群 . 那么 G/N 关于 上 面 定义 的 乘积 (*) 是 一 个 
群 . 映射 


Ņ:G = G/N, z= Nr 


1.2” 同 态 和 正规 子 群 eo 


是 一 个 满 同 态 . o 
1.2.4 的 第 2 部 分 由 (*) 得 到 . 
1.2.4 所 描述 的 群 G/N( 读 作 G 模 N) 叫做 G 对 N 的 商 群 (或 因子 群 , factor 
group), 而 相应 的 映射 y 称 为 从 G 到 G/N 的 自然 同 态 (natural homomorphism). 
由 1.2.2, G 的 正规 子 群 正好 就 是 G MAAR. 从 1.2.2 和 1.2.4 可 以 推出 下 
面 的 定理 : 
1.2.5 ASEF y EAG HAAS. 那么 


G/Kerp 一 H, 其 中 , (Kery)x = 2? 
是 单 同 态 . 特别 地 ， 
G/Ker ¢ = my. 口 


RU<G.NAG. WAH 1.1.5, UN 是 G 的 一 个 子 群 且 N 是 UN 的 一 个 正 
规 子 群 . 

下 面 的 两 个 同 构 定 理 是 1.2.5 的 直接 推论 ; 

1.2.6 BWU<G.NaAG. WA 


y:U = UN/N, RP, um uN 
是 一 个 满 同 态 , 其 核 Ker p = UNN, 并且 


UIUNNSUNIN. o 


1.2.7 WN,MEG 的 正规 子 群 且 N < M. 那么 
p: G/N — G/M, 其 中 Nz Mr 
EK Kery = M/N 的 满 同 态 且 


(G/N)/(M/N) = G/M. 口 


注意 , 重要 的 是 , 同 态 定理 给 出 了 从 G 的 包含 Kery 的 子 群 的 集合 到 Imp 的 
子 群 的 集合 之 间 的 一 个 双 射 (UO UP). 
为 了 方便 起 见 , 常用 上 划 线 记号 (bar convention) 来 表示 商 群 G/N- 的 子 群 和 
ire 
U :=UN/N, HP, U < GT:N, NF rec. 


特别 地 , G = G/N. 
一 般 情况 下 , 4 NAG HAAS AIG. 如 果 存 在 子 群 41,.… , Aa 使 


.12. 第 1 章 基本 概念 


S A=A; 4 Ao 4---4 Ag) J Ag =G, 
则 称 子 群 4 是 G 的 次 正规 子 群 (subnormal subgroup) (RE G 中 次 正规 (subnormal))， 
WA AAG, Æ S 叫做 从 4 到 G 的 次 正规 列 (subnormal series). 显然 有 


ABJIG= Aga. 


由 于 具有 传递 性 质 , 次 正规 性 在 有 限 群 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 . 我 们 将 从 第 5 章 
开始 用 这 个 概念 . 这 里 只 给 出 从 次 正规 定义 直接 得 出 的 一 些 基 本 性 质 . 

1.2.8 BWA BEG 的 次 正规 子 群 . 

(a) MU<GAUNAALU. 

(b) ANB 4 46. l 

(c) Ry 是 GG 的 一 个 同 态 , BA G (G*) 的 任何 次 正规 子 群 的 像 ( 逆 像 ) 都 次 
正规 于 G* (G). 

证 明 (a) 设 5 是 4 到 G 的 次 正规 列 . BA 


UNA=UNAA:.:.4UNAs UNAU 


是 一 个 从 UN A BU 的 次 正规 列 . 
(b) 由 (a) 可 得 到 ANBAABAIAG. 
(c) 此 结论 可 从 有 关 正 规 子 群 的 相应 结论 得 到 . 口 
wm BAA<G, HA A/B UR G 的 一 个 截断 (section). 


5J 题 


FE G 是 一 个 群 . 

1. 紫 一 个 指数 为 2 的 子 群 都 在 G 中 正规 . 

2. 证 明 怡 有 两 个 不 同 构 的 4 阶 群 , 并 写 出 它们 的 群 表 . 

3.2 N 是 GG 的 正规 子 群 且 |G: N| =4. 

(a) G 包含 一 个 指数 为 2 的 正规 子 群 . 

(b) 如 果 G/N EER, 那么 G 中 存在 3 个 真正 规 于 群 ABS C HPA G=AUBUC. 

d. 设 已 是 一 个 单 群 , |G| 关 2 且 yp RAG HH HAS. 如 果 昌 包 售 一 个 指数 是 2 的 正 
规 子 群 A, 那么 GY < A, 

5. Hare G, D:= {z"]g € G}, Ui < GG =1,2). 假设 


(D =G H DEV UL, 


则 有 In =G RU.=G. 
6. E G#1 是 一 个 有 限 群 . 假设 G 的 每 一 个 真子 群 都 是 交换 群 , 则 G 包含 一 个 非 平凡 的 
变换 正规 子 群 . 
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13 E A 构 
AT}, G 表示 一 个 群 . G 的 所 有 自 同 构 的 集合 Aut GC, 关于 下 面 规 定 的 乘法 ; 
af: ar (£7), reEeG,a,8eAutG 


构成 一 个 群 , 称 为 @ 的 自 同 构 群 (automorphism group). 单位 映射 是 Aut G 的 单位 
元 , o PEERI oM 1.2.1). 
群 的 自 同 构 把 有 限 子 群 (元 ) 映射 到 同 阶 的 子 群 (元 ) 上 . Ma eG, 由 1.1.1, 映 
ya: GG, HP, rer’ (= a-liza) 
是 一 个 双 射 . 因为 


(xy)* =a zaa ya= (a za)(a ya) = zy", 


所 以 pa 是 G 的 自 同 构 . RAH a 诱导 的 内 自 同 构 (inner automorphism). 
由 于 
T= b la rab = (x*)’, 
Hat pa 给 出 的 映射 
yg: G — AutG 


EM G 到 AutG 的 同 态 . 
因此 G 的 内 自 同 构 集 
InnG := {pala E G} 


是 Aut G 的 子 群 , 并 且 等 式 
B wed = pas. BE AutG, acG 


表明 InnG 是 Auw G 的 一 个 正规 子 群 


设 
Kery = {x € Giz" = x, Ya € G} =: Z(G). 
EH Val A ee BE 
G/Z(G) = InnG. 
TE Z(G) RA G 的 中 心 (center). 


为 了 以 后 的 应 用 , 证 明 如 下 的 : 
1.3.1 ”假设 G/Z(G) ATH, 那么 G 是 交换 群 . 
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证 明 因为 G/2(G) 是 循环 的 , 所 以 存在 ge G 使 G/2(G) = (gZ(G)). 于 是 
G = Z(G){q). 


XE (9) 是 交换 群 , 所 以 G 的 任何 两 个 元 素 都 交换 , G 是 交换 群 . 口 
HEX, G 的 子 群 N 是 一 个 正规 子 群 当 且 仅 当 


N* =N, WaeG. 


于 是 G 的 一 个 子 群 是 正规 的 当 且 仅 当 它 被 G 的 每 一 个 内 自 同 构 映射 到 自身 . 
G 的 一 个 子 群 U 称 为 G 的 特征 子 群 (characteristic subgroup)( 或 称 U 在 G 中 
是 特征 的 (characteristic)), MRA 


Ut =U, Yace AutG. 


此 时 , 72.29 U char G. 
ER, G 的 特征 子 群 在 G 中 正规 . 1 和 G 是 G 的 特征 子 群 , Z(G) 也 是 G 的 
一 个 特征 子 群 . 事实 上 ,对 ze Z(G), g EG, ac Aut G, 


zg" = (zg)" = (gx)* = g*x*, 


并 且 因 为 G = {g*\g € G}, Ë 2° € Z(G). 

下 面 给 出 两 个 常用 的 特征 子 群 的 性 质 ， 

13.2 设 NN 是 G 的 正规 子 群 , 而 4 是 NN 的 特征 子 群 , 则 

(a) A Æ G PIER. 

(b) 如 果 N 在 G 中 特征 , 那么 4 在 G 中 也 特征 . 

证 明 (a) 设 a€ G, pu 是 由 a 诱导 的 G 的 内 自 同 构 , WAN 正规 于 G, pa 
E N 上 的 限制 是 N 的 自 同 构 . 因此 对 所 有 的 a e G, A 在 pa 的 作用 下 是 不 变 的 ， 
即 4 在 G 中 正规 . 

(b) 因此 时 N 在 G 中 特征 ,用 G 的 任 一 个 自 同 构 替 代 上 述 证 明 中 的 o, BIE 
得 结论 . 口 

上 面 的 性 质 (b) 显示 了 特征 性 (如 同 次 正规 性 那样 , 见 12 页 ) 具有 传递 性 质 . 

现在 , 介绍 一 个 非常 有 用 的 概念 . 

RE 蕊 一 个 群 ， 

p= AutG 


是 一 个 从 多 Bi Aut G WES, 则 称 XEF wp) 作 用 在 (act on)G 上 . > 


gt ia gt: 
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则 对 所 有 的 gjEG 和 zyE 有 
(gh)” =g*h*, (g*)¥ =g™. 
BU < G, 如 果 对 所 有 的 zex 都 有 
U* := {u*|ueU} =U, 


则 称 子 群 U 是 X 不 变 的 (X-invariant). 
WRU EG 的 一 个 碟 不 变 子 群 ,那么 钨 关于 由 ww 所 诱导 的 同 态 久 一 Aut (U) 
作用 在 U 上 . mE N 是 G 的 一 个 X 不 变 正 规 子 群 , BAX 可 以 以 如 下 方式 : 


(Ng) := Ng" 


作用 在 商 群 G/N E 显而易见 ，Anut G 的 每 一 个 子 群 ;关于 y = id) 都 作用 在 G 
E. Æ X = Aut G(EÈ X = ImG) 时 , 不 变 子 群 即 为 G 的 特征 (或 正规 ) TH. 
G 的 每 一 个 子 群 六 关于 wp|x 作用 在 G E, 这 里 p 是 定义 在 13 页 (H) 的 
MG 3 InnG HAS. w X 2G 的 一 个 子 群 , 当 我 们 讲 X 不 变 子 群 而 没有 提 及 
作用 方式 p IN, 总 是 指 共 罗 作 用 . 
Wy EMA G BW MRA, X 是 作用 在 G 和 LR. OR 


(g*)"=(9")*, YWoeG,re X, 


WK ”是 一 个 蕊 同 态 (X-homomorphism)( 用 同样 的 方法 可 定义 区 AWA X 自 同 
构 ). 于 是 , X AE G HX 不 变 子 群 映射 H 到 的 X 不 变 子 群 , 而 互 的 开 不 变 
FRYE G 的 X PETH. 特别 地 , Kern 和 Imn 都 是 X 不 变 子 群 . 

例如 , X := G HEHE G 上 , 也 由 


hr:=h*”, AEH CEG 
EHEH E 这 意味 着 
(gp maT = (9")*. 


TE n 是 一 个 GAS. 如 果 是 一 个 满 射 , H 的 GAETE H 的 正规 子 群 . 
WR: GoH xX APH, iA G SxH. 
在 同 态 定理 1.2.5 MER 2 个 推论 1.2.6, 1.2.7 中 引入 X HERH, 就 有 以 下 
结论 : 
. En EGAS, 那么 


G/Kern =x Imn. 
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eHRUANEGH X HETH, WA 
UJUNN Sx UNIN. 
eH NICMEGH X ARERR, MA 


(G/N) /(M/N) =x G/M. 


习 题 


FRG BME. 

1. RNG 的 一 个 特征 子 群 , MARE oly = 18 G 的 自 同 构 a 构成 Aut G 的 一 个 
正规 子 群 . 

2. G 的 使 G 的 所 有 的 子 群 U 满足 U* =U 的 自 同 构 a 构成 AutG 的 一 个 正规 子 群 . 

3. Hae AutG, |{x € Glz” = x} > |G}/2, W o = 1. 

4. 群 GC 是 交换 群 当 且 仅 当 映 射 

G — G, EF, r> zt (r eG) 

E G 的 一 个 自 同 构 . 

5. 设 G 是 有 限 群 , a € Aut G 满足 za 关 z= 2% Yre G*, 则 下 述 结论 成 立 : 

(a) 对 每 一 个 z EG 都 存在 yeG HR ce = yoy". 

(b) G 是 奇 阶 变 换 群 . 

6. E N aG, U < G EG = NU, 则 存在 一 个 保持 包 售 关系 的 如 下 两 个 集合 之 间 的 双 射 : 
WWEUeX<GhTRX 的 集合 到 满足 UNN <Y <N 的 U 不 变 子 群 Y 的 集合 . 

T. &G BARRE 2(G) =1, 令 A:= AutG, 了 := InnG, 则 

(a) Ca(D =1%. 

(b) 假设 了 是 4 的 一 个 特征 子 群 , 即 了 = [Ye Aut A. WA Aut A= Inn A. 

(c) 假设 G 是 单 群 . 那么 Aut A = Inn A. 

8. 设 GLa(C) 是 在 复数 域 C 上 的 所 有 2 x 2 可 道 矩 阵 组 成 的 群 , > 


cn 人 (人 2 g 5) ) scr 


这 个 群 称 为 (8 阶 ) 四 元 数 群 (quaternion group). 
(a) |G] =8. 
(b) |2(G)| = 2. 
(c) G\2Z(G) 的 每 一 个 元 的 阶 为 4. 
(d) G 怡 会 一 个 阶 为 2 的 元 
(e) G 的 每 一 个 子 群 都 在 G 中 正规 . 
(f) G 有 一 个 3 阶 自 同 构 . 


D Cal) := {a € Aut Glaf = fa, WA € I}. 
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14 循环 群 


所 有 的 有 限 循环 群 我 们 都 在 1.1.2 中 讨论 过 . 但 因为 存在 循环 群 类 的 一 个 “ 泾 
对 象 ”, 即 整 数 加 群 z, 我 们 可 以 从 一 个 稍微 更 一 般 的 观点 来 研讨 循环 群 . 

群 名 是 一 个 单位 元 为 0e Z, 生成 元 是 1 e Zz 的 无 限 循环 群 . 

1.4.1 设 U 是 Zz 的 一 个 子 群 , 则 存在 某 weE Nuo, 使 得 


U = {nz|z € Z} =: nd, 
FAA 
nZ < mZ mn. 
WEA WRU = 0 MAU = 0Z%; 所 以 可 假设 U 关 0. 设 上 ET, 则 一 er 于 


是 有 极 小 值 
n:= min{i € Z| <ie U} 


存在 . 这 样 就 存在 整数 z,rEZ 使 
k=zn+r, reé{l,---,n-1}. 


Fé r=k-—-2eU, 由 ”的 极 小 性 得 "=0, 所 以 有 = zne U, U = nzZ. 


后 一 个 论断 显然 成 立 . 口 
设 ne 的 . 商 群 
Cn := Z/nZ® 
是 一 个 由 模 n 的 陪 集 
nZ,1+nZ,---,(n—1)+nZ 
构成 的 n 阶 循环 群 . 


整数 0,1,---,n—1 构成 nz 在 中 的 一 个 代表 系 . 
设 G = (9) 是 一 个 循环 群 (写成 乘法 形式 ). 指数 律 表明 


y:Z— G, HA, 24 g? 
是 一 个 满 同 态 . 由 1.4.1, FE n > 0 使 得 


Kery = nZ. 


如 果 n= 0, 那么 G 同 构 于 z; 如 果 n 1, 那么 G 同 构 于 CG( 见 第 11 页 , 同 态 定 
FE 1.2.5). 于 是 得 到 


D 以 后 我 们 对 C。 上 的 群 运算 符号 常用 乘法 记号 
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1.4.2 n 阶 循环 群 同 构 于 Cn. 口 
由 同 态 p 和 1.4.1 的 第 2 个 结论 , 得 到 下 面 的 定理 : 
1.4.3 定理 设 G=(g) 是 一 个 n 阶 循环 群 ,1,… ,We NEn 的 所 有 因子 ， 
令 
Ui ae (g"*), 


WW U, ,Ui 恰好 是 G 的 所 有 的 子 群 且 

(a) MR n = nili, 那么 Ui 是 一 个 mi OTH (i = 1,--- sk). 

(b) HoAzeZ, 如 果 ie {1,---,k} Wl; = (z,n) ®, W (g*) = Ui 

证 明 GG 的 (关于 vw 的 ) 子 群 对 应 于 ZS nz 的 子 群 . 于 是 由 1.41 对 
应 于 的 因子 . 因此 Ui = (4 Z)°,--* Gh = (ley? EG 仅 有 的 子 群 . 

(a) ny Æ N PIE (gh) = 1 的 整数 m 中 最 小 的 . 因此 从 3 页 1.1.2 @ (a). 

(b) 因为 lz 有 g? € Uin 即 (g*) < i， 注 意 到 存在 整数 zz 6 ZH = 
nz + 229. 从 而 得 到 

多 二 99 一 (的 有 

于 是 U; < (g”). 口 

作为 一 个 推论 , 在 任 一 个 有 限 循环 群 G 中 , 对 |G| 的 任 一 因子 m 怡 好 存在 一 
个 m 阶 子 群 . 因 G 的 自 同 构 映射 把 子 群 映射 到 同 阶 的 子 群 上 , 所 以 有 

1.4.4 ”循环 群 的 子 群 都 是 特征 子 群 名. 口 

显然 , 在 1.4.3 的 情形 下 有 


Ui < Uj $ lbs. 


对 循环 p 群 来 说 , 这 意味 着 
1.4.5  G= (9) 是 一 个 非 平凡 的 p" 阶 循环 群 , p 是 一 个 素数 , 则 


Lt (Ye Ve iP ee 


是 G 仅 有 的 子 群 . 特别 地 , G RA—TRATHA TR DTH. 口 
注意 到 1.4.5 的 道 命题 也 是 成 立 的 : 怡 好 包含 一 个 极 大 子 群 的 有 限 群 是 一 个 素 
数 军 阶 循环 群 久 ,与 此 不 同 的 是 , 恰好 包含 一 个 极 小 子 群 的 有 限 群 不 一 定 循环 ; 可 
对 照 36 页 2.1.7 和 90 页 的 5.3.7. 
在 交换 群 G 中 , 每 一 个 子 群 都 是 正规 的 . 如 果 又 设 G 为 单 群 , 则 G 是 素数 阶 
循环 群 . 


加 对 也 而 言 z -s £2 RARE AB. 
@ 见 第 8 页 习题 10. 


1s $ :位 F 


1.4.6 ”素数 阶 循环 群 是 仅 有 的 交换 单 群 . 
习 题 
FR G 是 一 个 群 . 
1. EE U < NAG, N BPH, MU aa. 
2. 设 pq 是 素数 , G 是 pg 阶 循环 群 , 那么 GC AEP ULAR SAS pq. 
3. 8 G BARR. 假设 |{z E Giz" = 1} €n, Yne N, WA G 是 循环 群 . 
d. 设 G ERRE. 假设 G HAANBATHER, 那么 G 是 循环 群 . 


15 换 位 F 
WH G 的 任意 两 个 元 素 ry, 定义 


[ey] := rty tey (=y y= r'e). 


因为 
cy = yrlz, y], 
元 素 (x,y) 称 为 zx A y 的 换 位 子 (commutator), 有 
[z y]? = [y, z]. 
由 所 有 换 位 子 生 成 的 子 群 


G := (lz, yllx,y € G} 


称 为 G 的 换 位 子 群 (commutator subgroup). 
15.1 设 yw 是 G 的 一 个 同 态 . 那么 对 所 有 的 z,y eG, 有 


[x,y]? = |x”, y]. 


因此 (G")* = (GĦ). 特别 地 , G' 是 G 的 一 个 特征 子 群 . 
C 的 换 位 子 群 G" © 也 是 G 的 特征 子 群 ({ 见 1.3.2). 
1.5.2 E N 是 G 的 正规 子 群 , M4 
G/N 是 交换 群 = G' < N. 
于 是 G' 是 使 G/N 为 交换 群 的 G 的 最 小 的 正规 子 群 N. 
证 明 对 zyeG, 


(zN)(yN) = (YN)(zN) & ayN = yrN © [zy € N. 


= (WT)®, 


Dy 
@ 就 是 说 G" := (CY. 
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群 G 称 为 完备 的 (perfect), 如 果 G=G'. 在 65 节 需要 

1.5.3 B N 是 GG 的 交换 正规 子 群 , WR G/N 是 完备 的 , 那么 GC 也 是 完 
备 的 . 

证 明 把 1.5.1 运用 到 自然 同 态 上 , 得 到 


G/N = (G/N) =G'N/N. 


FEG = G'N. 因为 GNNG' (= GAN) 也 是 完备 的 , 同样 可 得 到 G = G"(NNC’). 
Mit G=G"N H G/C" = N/N nG". 因为 N 是 G 的 交换 子 群 , 由 1.5.2 得 到 
G'=G". 口 
对 zy,z EE, EN 
[x,y,z] := [[z, y], 2], 


WTR XY ZCG, ÆN 
[X, ¥] := ([z,y]lee X, y € Y}, 


[X, ¥, Z] := [[X,Y], Z]. 
常用 换 位 子 来 表示 下 面 的 基本 性 质 . 
s 对 G 的 子 集 XY F 


[X,Y] = 1 ry = yr, Vre X,y EY. 


ett G 的 子 群 X,Y 有 
X,Y] SY sY eX ABR. 
于 是 对 G 的 正规 子 群 N 和 M 来 说 有 
. [N, Mle NOM. 
我 们 常会 用 到 下 面 的 换 位 子 的 关系 , 这 些 关 系 的 证 明 是 容易 的 . 
1.5.4 H ryzeG, 


lx, yz] = [x, z]ie, y}, [ezv] = [e y] Ee, y). 口 


1.5.5 Xf GETEX AY, TĦ [X,Y] E (X,Y) 中 正规 . 
证 明 XfreX, yeY, 由 1.5.4 得 


[z yl" = [zz yllz,y]~* € [X,Y]; 


Mz EY, 同样 可 得 [x,y]? € [X,Y]. 口 
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下 面 一 个 稍 复杂 的 关系 式 也 可 以 较 容 易 地 验证 : 
[zy 2]"[y, 27+, a] z, rty] =1 (ey, z € G)®. 


我 们 常 以 下 面 的 形式 来 表述 上 面 的 关系 式 : 

1.5.6 三 子 群 引 理 设 义 ,Y,2 是 G MTR, 假设 [X,Y,2] = [Y,Z, x] =1, 
WA [Z,X,¥] =1. 口 
习 题 
FE G E, ce G, Calz) := {y € Glyz = zyr € G}. BR, Colr) E G MTE. 

1. 设 二 是 GG PeREMTHA rec. 

(a) Har [a,x] 定义 的 映射 4 一 A 是 一 个 同 态 映射 . 

(b) [A, (2)] = {[a, zjla € A}. 

2. A Al x fe) 1B. MHA ae A A G = ACo(az), BA [A,G] = [A, (£). 

3. 设 |G| =p", p ARSH Vz EG, |G: Ca(z)| < p. 

(a) Ca(z) AG, Yre. 

(b) G' < Z(G). 

(c) (Knoche, [74]) |G"| < p. 

d. R ac AmG. ER Yr e G, 2's" € Z(G), W z" =z, Yre G". 

5. (Ito, [70]) 设 G = AB, 其 中 , AM BEG 的 交换 子 群 , 则 G' 是 交换 群 . 

6. (Burnside, [4], p90) 设 A Æ G 的 正规 子 群 . 假设 GA 中 的 每 一 个 元 素 的 阶 为 3. MA 
对 所 有 的 A 的 变换 子 群 B 和 所 有 的 z € G\A 有 [B, B*] = 1. 


1.6 # 积 


研讨 群 的 积 有 两 重 意义 . 一 方面 , 可 以 用 于 从 已 知 的 群 构造 新 的 群 (外 积 (ex- 
ternal products)). 为 一 方面 , 可 以 用 尼 描 述 群 的 结构 (A (internal products)). 已 
经 学 习 过 的 两 个 子 群 4 和 B 的 乘积 AB 就 是 一 个 内 积 . 事实 上 , 如 果 AB = BA, 
那么 AB 也 是 群 ( 见 1.1.4). 

设 Gi ,Gn 是 群 , 集合 G; 的 笛 卡 儿 积 {Cartesian product) 


Baia Gi := G1 X +++ X Gn := {(91,°*: , gn Ilgi E Gj} 


关于 分 量 乘法 
(91, saan Gn) (A1, is sAn) = (gihis*: "+9nhn) 
是 一 个 群 . 


D 见 文献 [100] FIER [64]. 
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这 个 群 是 群 Gi- ,Cn 的 (外 ) 直 积 ((external) direct product). 
显然 ,对 j=l, ,n, fe A. 
ey Gy, 其 中 , g (1,… ,1,9,1,.… ,1) 
是 从 G; 到 | 
GF := {(91,°:: mn = 1, 14 j} 
的 同 构 映 射 . 
Xf G:= oak G: HH G7,… ,G* 有 如 下 结论 : 
Dy) G= Oto. Ge, 
D GIdG,i=1,---,n, 
Ds Gnl [G =, i=1,---,n. 
ji 
反 过 来 , 有 
16.1 hit G 有 子 群 Gi ,G* 使 条 件 D1, Da Ds 成 立 . 那么 映射 


ao: xG; 一 G, 其 中 ， (的 Gn) 91°°* On 


是 一 个 同 构 . 
证 明 D, 表明 a 是 一 个 满 射 , 由 D 得 到 


G: Gi < GNIIG;, i#k 
I 


于 是 由 D 有 (Gi, Gi] =1. 对 hg € Gi=1,.….,n, 即 有 
(gı 人 (gihi) “(gnhn); 


因此 a 是 一 个 同 态 . HE (g, gn) € Kera, ig gn =1. 那么 再 由 Ds 得 


n=]]o!eonlle=,, 
jži jži 
所 以 Ker a = 1. 于 是 a 是 一 个 同 构 . 口 
如 果 对 群 G APH Gi -Gi 条 件 DD 和 Ds RE, 则 称 G ATH 
Gie Gi 的 (内 ) BR ((internal) direct product)( 概 念 的 合理 性 已 由 1.6.1 证 明 ). 
此 时 可 写成 


G=G1x..xG,= x Gh. 


特别 地 , 有 [Gy,G?] = 1,147, G 中 每 一 个 元 素 g 可 唯一 地 写成 乘积 
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9g = || 5， 鞭 中 , g EG}. 
i=1 


我 们 已 经 研讨 了 直 积 的 两 种 形式 : 外 直 积 和 内 直 积 . 前 者 是 (不 一 定 不 同 的 ) 群 
NR, 后 者 是 (不 同 的 ) 子 群 的 积 . 通常 , 外 直 积 的 因子 G1,:… ,G。 是 两 两 不 同 的 . 
此 时 通过 嵌入 si 把 G AG: 等 同 , 而 不 再 区 分 内 外 直 积 . 

16.2 设 G=G) Xxx GG, 

(a) Z(G) = Z(G,) x --+ x Z(Ga). 

(b) G'=G) x- x Gt. 

(c) B NAG, N;=NNG, (i=1, n). 假设 N= Ni x...x Ny. 于 是 由 


g = (g1;° aa :gn) H+ (gN: ai gan Na) 


确定 的 映射 
a:G=G, XxX: x Gan > GN X Ga/Nn 


是 一 个 满 同 态 且 Kera = N. 特别 地 ， 
GIN EGINI GAN 
(d) WRAT Gi,- ,G。 是 G 的 特征 子 群 , 那么 
AutG = AutG, x --- x Aut Gn- 
证 明 (a) 由 G 中 分 量 相 散 得 (a). 
(b) 用 1.5.4, 由 简单 的 归纳 法 就 可 证 明 (b). 例如 , XF n = 2, 
G! = [G62,6163] = | [[Gi, Gj] = G1 x Gh 
(c) 用 1.2.4 和 1.2.5 就 可 得 到 (c). 
(d) 如 果 ai 是 Gi 的 自 同 构 (i = 1,… ,n), BA 
(git gn) = (gry 108) 


定义 了 G = GL x- x Gn 的 一 个 自 同 构 , H 
p:AutG x x AutG, — AutG, HP, (aj,--- ,an) ra 
是 一 个 单 同 态 , 并 且 如 果 因 子 G1,… ,Gu 是 G 的 特征 子 群 , 则 sp 是 满 射 . 口 
16.3 HG=G,x---xG, AN ÆG 的 正规 子 群 . 
(a) WARN 是 完备 的 , 那么 N =(NNG,)x---x(NNG,). 
(b) MH Gi Gn 是 非 交 换 单 群 , 那么 存在 子 集 IC {1,… ,n}, 使 
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N= x G; GNN=1, k¢J. 
JEJ 


证 明 (a) 因为 G; aG, N aG, 得 到 [NG] < NOG. 于 是 由 1.5.4 得 


[N,G] = [I aJe Te MG) =: No. 


特别 地 , 由 [N,N] < No, N'=N 得 N= No 

(b) 由 正规 子 群 G; 的 单 性 可 得 G < N EGON = 1 所以, 如果 N 是 完备 
的 , 即 可 从 (a) 得 (b). 于 是 , 只 要 在 |G) 上 用 归纳 法 证 明 N 是 完备 的 就 足够 了 . 

根据 1.6.2(b) 可 假设 G # N. AE, FE k € fl ,nm 使 Gi 半 N. 于 是 
NOG =1, 从 而 NG, =N x Gy. HG = G/G,. 由 1.6.2(c) @ G = XG, 由 归 
纳 假设 N=N’. 再 由 第 19 页 1.5.1 NxG,=N’xG,. 因此 |N|=|N'|,N=N'. 口 

对 交换 单 群 Gi- Gn, 1.6.3(b) 中 的 结论 不 成 立 . 例如 , Ca x Co 包含 3 个 极 
小 (TERR) TE. 

下 面 的 结果 是 由 同 态 定理 1.2.5 所 得 出 的 一 个 结论 . 它 表明 了 外 直 积 可 用 来 给 
出 群 的 内 在 结构 . 

1.6.4 EN, ,Ns ÆG 的 正规 子 群 . 那么 由 


Tt (grNi, …， Gn Nn) 
给 出 的 映射 
oa:G = G/N xx. xG/N, 
是 一 个 具有 Kera = NN: 的 同 态 . 特别 地 , G/NN 同 构 于 G/M x … x G/N 的 


一 个 于 群 口 
通常 有 以 下 情形 ， 
1.6.5 HG 是 正规 子 群 G1,…. Ga HR. 假设 


(Gil, |G) =1, i#je{l,---,n}, 


N G= Gi x- x Ga. 
证 明 ”需要 证 明 
D:= (me) nG@;=1. 
ji 
由 Lagrange 定理 , |D| 是 |G: 和 
k= 


Ie; 


jzt 
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的 去 个 因子 : 
重复 用 1.1.6 可 证 明 上 是 [[1G;| 的 因子 , 从 而 |D| 也 是 [[1G;| 的 因子 . 因此 
k 和 |Gi| ER, 从 而 ID=. j o 
这 蕴含 了 下 面 的 基本 结论 ， 
1.6.6 a,b 是 有 限 群 G 的 元 素 , 满足 ab = ba H (ola), o(b)) = 1 则 


(ab) = (a) x (b), 


H o(ab) = o(a)o(b). 
WEA ke = ofa), m := o(b). 注意 到 (a,b) 是 变换 群 , 其 中 , TH (a) 和 (b) 
的 阶 是 互 素 的 . 因此 
H := (a,b) = (a) x {b} 


是 阶 为 mk 的 群 . 设 g := ab(e H). FAR 
p: (g) = H/(a), 其 中 , g'i (a)gi = (ajb 


EWH. 因此 |Imy| = m 是 |g) 的 因子 (ASEM). AE k Æ |o) 的 因子 . 而 由 
(m,k) = 1 # o(g) = mk = |H|, BI H = {g}. oO 
设 G 是 子 群 G1,… ,Gn NR, 且 满 足 条 件 
Z (G;,G;j)=1, i# 7 € {1,--- ,n}, 
WWE G ATE Gi, Gn 的 中 心 积 central product). HAE Z, FH G; 在 G 中 
正规 , 并 且 对 i =1,---,n, 有 


GiZ(G)N[] G,2(G) = Z(G). 
JE 


由 同 态 定理 得 
1.6.7 BP GEG- Gr 的 中 心 积 ,所 := G/Z(G). 那么 已 是 Gu ,Cn 
的 直 积 , H 


GG/2(G;), 2 oe: 开 口 


下 面 引 进 半 直 积 的 概念 . 和 研讨 直 积 相反 , 首先 给 出 内 半 直 积 的 概念 . 
设 群 G 有 子 群 XMH. 如 果 满 足 

SD; CSIEE. 

SD, HAG, 

SDs XNH=1, 
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则 称 群 G 为 XA H 的 (A)! BFA (internal) semidirect product). 因此 在 半 直 积 
G=XH P, TH X 是 正规 子 群 H 的 一 个 补 . 如 果 X 也 正规 于 G, 那么 G 就 是 
HR X xH. 

1.6.8 i XAH EGAT, WES SD, ~ SDa. 

(a) 对 每 一 个 ge G, 它 的 乘积 表示 方式 g = ch 是 唯一 的 , 其 中 , z € X, heH. 

(b) IF mpr € X M hhc H, A 


(xih (roho) = Es Tahi" ha). 


证 明 AA x EEG 中 的 代表 系 , 由 1.1.9 即 可 得 到 (a). 结论 (b) 是 显 
、 口 
OX, HBR, p: X 一 Aut H 是 一 个 同 态 . 那么 X(AF p) 作用 在 HOE. 如 
同 1.3 节 , 可 设 


然 的 


h” := h", 2EX, heH. 


于 是 有 
(hY =h, AEH, tye X. 
Fete (比较 1.6.8(b)) 
(a1, hiza, ha) := (T1723, hI:ha) m EX, heH 
{E Cartesian 积 


G:= {(x,h)|z € X, h € A} 
成 为 群 , 其 中 , G 的 单位 元 是 (Lx, 1H) *, (2h) HER 
(LRT). 
结合 律 可 验证 如 下 ; 
((z21, h1) (2, ħ2)) (z3, his) = (r122, hE? ha) (13, ha) = (T17273, (hi*ha)**hs) 


= (z1£283, hi hz" ha) = (21, hi )(£22£3, ha ha) 


= (x1; hi M{{£2; ħa) (£3, ha)). 


这 个 群 称 为 XAH OA (关于 o AIR (external) semidirect product), 记 为 
G=X x。H 或 简单 地 记 为 G = X x H. 甚至 , 在 不 混淆 其 具体 作用 的 情形 下 , 记 
AG= XH. 


+ 原 书 此 处 有 误 . 一 一 译 者 注 
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GM 
WR p 是 平凡 同 态 , 即 X 平凡 地 作用 在 H E, BAX x WH RBA OX xH. 
对 于 直 积 而 言 , HA 


ex: X—4X rH, HH, z (2,1), 


én: HX «AH, FP, hv (Lh) 


都 是 单 同 态 , X x H 是 子 群 Xex 和 A 的 半 直 积 . 通常 可 以 通过 ex (He ez) 把 
X 5 X> RHH H) 等 同 . BA X EH LAER AE X xH Pitt 
作用 . 

2 阶 元 也 称 为 对 合 (involutions), 由 两 个 对 合生 成 的 群 是 一 个 二 面体 群 (dihedral 
group). 下 述 结 果 表 明 二 面体 群 是 两 个 循环 群 的 半 直 积 . 

169 设 G 是 2n MHARE, 则 下 面 结论 等 价 ， 

(i) G 是 一 个 二 面体 群 . 

(ii) G 是 满足 条 件 

(D) ofz) = 2, ofh) =n, A? = AT? 
的 两 个 循环 子 群 X= (1) 和 H = (h) HEAR X x H. 

WERA (i) = (ii). H z,y 是 使 G= (x,y) 的 G 的 两 个 对 合 , H 


= 全 h= ay, = (A), 


则 有 
hë = rye = yr = ho! = yryy = hë. 


W H aG, G=XH. WR XAH 41, 那么 z, 从 而 yy BE A +. 由 万 循环 得 
g=y. THh=2y=18@ FH =1. BFR ce H. 
(ii) > (i). 因为 


y? = (vhr)h =h h = 1, 


元 素 y := zh 是 一 个 对 合 . 因此 G = (2, y) 是 二 面体 群 . 

如 果 G 是 1.6.9(i) 中 记述 的 群 , 那么 G 的 群 表 由 (D) 中 的 关系 唯一 确定 . 
此 , 从 同 构 角度 讲 , 只 有 一 个 2n 阶 二 面体 群 . 这 样 的 群 记 为 Dm. TERR Da = Co, 
而 Dy = Cy x Cy. 

Day, 是 正 n QR. 对 n = 3, n= 4, 请 读者 自己 证 明 . 

在 4.4 节 中 将 介绍 第 3 种 类 型 乘积 , FAFA (wreath product), 它 由 直 积 和 半 直 积 
加 以 构造 . 
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习 题 


FRA, BAG ER. 

1. (a) 4 的 每 一 个 正规 子 群 都 是 4 x B 的 正规 子 群 . 

(bj A U< AxB AREH U= (ANU) x (BAU). 

(c) 如 果 4 和 B 为 有 限 且 (|A| |B|) = 1, WA AM BBB A x B 的 特征 子 群 . 

(d) Aut (A x B) 包含 一 个 同 构 于 Aut A x Aut B ATE. 

2 R G=AxB. BA A= BABTAFE G NTH D 使 得 G = AD = BD, H 
1=AND=BND, 

3. 2G 为 有 限 . 假设 G 的 每 一 个 极 大 子 群 都 是 单 群 且 在 G 中 正规 . 那么 G 是 变换 群 且 
IG| € {1,p,p", pq}, 其 中 p,g 是 素数 . 

4. 如 果 群 X 是 非 交换 单 群 的 直 积 , 则 称 X 为 半 单 (semisimple) 的 : WG AR, M,N 是 
G 的 正规 子 群 . 如 果 G/N 和 G/M 都 是 半 单 的 , 那么 GUM NAN) 也 是 半 单 的 ， 

5. 证 明 第 3 页 的 6 阶 非 交 换 群 是 群 Ds. 

6. Hn > 2, M 

2( Dan) #1 e n = O(mod 2). 


7. 设 Gi, Go 是 使 Gi/Z(Gi) = G2/Z(G2) 的 有 限 完 备 群 . 那么 存在 有 限 完 备 群 CRF 
H 21, Z2 < Z(G) WE 


G/Z(G) S Gi/Z(Gi), G/B = Gi, i512 


FE G 是 一 个 二 面体 群 且 4 < |G| < oc. 

8. 给 出 G 的 所 有 子 群 . 

9. (a) |2(G)| < 2. 

(b) 对 G\Z(G) 的 每 一 个 对 合 a 有 (a) Z(G) = {g € G| g* = g}. 
(c) |G: G"| = 2|2(G)|. 

(d) 对 G\Z(G) 的 每 一 个 对 合 a 都 存在 一 个 对 合 b 使 得 G = (a,b). 
10. 设 Z(G) # 1, a Æ G\Z(G) 的 一 个 对 合 . a21G) 中 的 元 素 在 G PHS EAR“ 8||G|. 
LL. 下 面 的 结论 等 价 : 

(a) 所 有 的 对 合 在 C PHH. 

(b) Z(G) = 1. 

(c) G 中 存在 一 个 对 合 a, 使 |Cala)| = 

(d) 44 |G}. 

(e) G 包含 一 个 奇 阶 极 大 子 群 ， 


1.7 极 小 正规 子 群 
设 G 是 一 个 群 . G 的 一 个 正规 子 群 N 41 称 为 G 的 极 小 正规 子 群 (minimal 
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normal subgroup), WR 1 和 N 是 仅 有 的 包含 在 N 中 的 GG 的 正规 子 群 . 显而易见 ， 
每 一 个 非 平 凡 的 有 限 群 都 有 一 个 极 小 正规 子 群 . 而 且 , 任何 一 个 非 平凡 的 有 限 群 或 
者 是 一 个 单 群 或 者 包含 一 个 真 极 小 正规 子 群 . 在 很 多 对 群 阶 用 归纳 法 的 证 明 中 , 极 
小 正规 子 群 起 到 重要 的 作用 . 

本 节 我 们 收集 了 极 小 正规 子 群 的 一 些 基本 性 质 . 6.5 节 和 6.6 al ds 
小 正规 子 群 嵌入 的 相关 内 容 . 

1.7.1 设 N 是 G 的 极 小 正规 子 群 . | 

(a) 对 G 的 所 有 的 正规 子 群 M 有 N<sM 或 wnM=1. 在 后 者 情形 有 
[IN, M] =1. 

(b) 如 果 N 是 交换 群 , 那么 对 所 有 满足 G = NH 的 G 的 子 群 瑟 有 和 N< 五 或 
NMNH=1. 

(c) MR » 是 从 G 到 群 H a, 那么 N* = 1 或 N* 是 五 的 一 个 极 小 正 
规 子 群 . 

证 明 O(a) 注意 到 

[NAMIS<NnMaG， 

MON 的 极 小 性 可 直接 推出 (a). 

(b) AN 是 交换 群 , 所 以 M := HON 不 仅 正规 于 五 而 且 正规 于 N. 又 因为 
G=HN, f MaG, Mill M € {1, N}. 

(c) Al 是 包含 在 Ne 中 的 互 的 正规 子 群 . 于 是 A* ”nN 是 G 的 正规 
TR, 又 因 AZ1, 得 4e ON 41. Bt ANAN =N, NP =A. 口 

1.7.2 设 M 是 @ 的 极 小 正规 子 群 的 有 限 集 , + M = | | N. 

Ne 


(a) RU 是 G 的 正规 子 群 . 那么 存在 Ni,… ,Nn eM, 使 得 
UM=U x N Xx: x Np. 
(b) 存在 Ni,+** ,Ns EM, 使 得 
M= x X Na. 
证 明 (a) 由 1.7.1(a) 对 每 一 个 满足 N 针 U0 的 Ne.M 有 UNN =1, 从 而 有 
UN =U x N. 设 {Ni,… ,Nn} 是 满足 下 面 性 质 的 M 的 极 大 子 集 ; 
v (Tm) =U x N sex Ny = A. 
假设 XAUM. 那么 存在 Ne MEN gX. 由 1.7.1(a) 得 
XN=XxN=UxN x ex NA XN, 
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A 
这 和 {Ni,… Nn} 的 极 大 性 选择 相 矛 盾 ; 因此 x = UM. 

W U=1, M (a) 即 得 到 (b). 口 
1.7.3 BN 是 G 的 极 小 正规 子 群 ,EE 是 N 的 极 小 正规 子 群 ， 且 假设 集合 
M = {Eslg E G) 是 有 限 的 , N E 是 单 群 且 在 M 中 存在 E- E, 使 得 


N= E, xe x Ep 


WA FE [|E ERF G, 于 是 必 等 于 N. 因此 从 1.7.2(a) @ N=E xx 
JEG 
En Ey 的 每 一 个 正规 子 群 也 正规 于 N. 这 表明 了 E 是 单 群 , TEH E E, E 
是 单 群 . 口 
如 果 1.7.3 中 的 E ERE, 于 是 同 构 于 Clp e P), 则 得 
1.7.4 BN 是 有 限 群 G 的 极 小 交换 正规 子 群 . 那么 存在 素数 pe P HAN 
是 同 构 于 C, 的 一 些 子 群 的 直 积 . 0 
在 1.7.4 的 情形 ( 极 小 正规 子 群 为 变换 ) F, 知道 因子 E 的 结构 . 另 一 方面 N 
中 的 这 些 因子 一 般 可 有 很 多 不 同 的 选择 (对 照 1.6.3 后 的 评注 ) 
如 果 极 小 正规 子 群 N 不 是 交换 的 , 那么 有 完全 不 同 的 情况 . 初等 方法 不 能 得 
到 因子 E 结构 的 进一步 的 性 质 , 但 是 根据 1.6.3(b), 这 些 因子 是 唯一 确定 的 . 
结合 1.6.3(b) 可 以 得 到 
1.7.5 WN 是 有 限 群 G 的 非 交 换 极 小 正规 子 群 ,大 是 N 的 极 小 正规 子 群 的 
集合 . 
(a) K 的 元 素 是 非 交 换 单 群 , 且 在 G PHH. 
(b) 对 每 一 个 M aN, 存在 K(M) CK 使 得 


M= x _ E, K(M)={E€K|E <M}. 
Bek At) 


() N= x E. | 口 
EEK 
J3 a 


下 设 G 是 一 个 有 限 群 , 工 是 G 的 一 个 极 大 子 群 . 

l. G 的 所 有 满足 NOL = 1 的 极 小 正规 子 群 N EH. 

2. 设 工 是 非 交换 单 群 . 那么 G 中 至 多 存在 两 个 极 小 正规 子 群 . 

3. 设 工 各 如 2 题 中 所 述 . 笋 出 有 两 个 极 小 正规 子 群 的 群 例 G. 

4. 假设 G 包含 两 个 极 小 正规 子 群 , 且 其 中 任何 一 个 都 不 包含 在 LP. 那么 L 的 每 一 个 极 
小 正规 子 群 都 包含 在 G 的 所 有 的 极 小 正规 子 群 的 积 中 . 

5. 设 (+) 是 性 质 

(*) 每 一 个 极 小 正规 子 群 都 包 告 在 中 心 内 . 


18 合成 列 +81. 


(a) 设 N, M 是 具有 性 质 (+) 的 G 的 正规 子 群 . 那么 NM 也 具有 性 质 (+). 
(b) 如 果 G 具有 性 质 (+), 那么 G 的 每 一 个 正规 子 群 都 具有 性 质 (+). 


1.8 & me Fi 


在 本 节 中 , 设 G 是 非 平凡 的 有 限 群 - 记 (Aico a 是 GG 的 长 度 (length) A a 
的 子 群 列 (subgroup series), 


l= Ap < Ay <--- < Aye < Aj < +--+ << Ag_-1 < Ag =G. 


如 果 A aG, WTR (Aico. an 为 G 的 一 个 正规 列 (fnormal series), 如 果 对 所 有 
的 ;zi=1 o a Ẹ Aii dA 那么 (hijicois 称 为 G 的 一 个 次 正规 列 (subnormal 
series). 

如果 每 个 4;_1 是 真 包含 在 A; 中 的 极 大 的 G 的 正规 子 群 , 那么 正规 列 (4;)i=o…a 
称 为 主 列 (chief series). 

如 果 每 个 Ai 是 A 的 极 大 的 真正 规 子 群 , WARE (Aico, a BAR 
成 到 [composition saries). 

合成 列 的 合成 因子 (composition factors) Ai/A;_1 是 单 群 .合成 列 可 由 如 下 方 
式 得 出 : 始 于 G 选 Ai 作为 A 的 极 大 正规 子 群 而 得 到 的 下 降 群 列 . 类 似 地 , 可 
以 把 正规 列 {或 次 正规 列 ) 加 细 为 主 列 (或 合成 列 ). 

设 (4Ai)i-o....a 是 G 的 合成 列 . 如 果 所 有 合成 因子 Ai/ Ai_1 是 交换 的 中 , 即 是 
素数 阶 循环 的 (T 24 页 1.4.6), 那么 合成 列 的 结构 由 G 的 阶 决定 : |G| 的 素 因 子 分 
解 

IG| = p? pr 
对 应 于 a 
|G| = Į [|4;/4:-1l, 
其 中 ,a = etten ej 是 同 构 于 Cp; 的 合成 因子 A/A- 的 个 数 . 

对 一 个 给 定 的 有 限 群 的 合成 列 来 说 , 合成 因子 集 是 这 个 群 的 一 个 不 变量 . 这 就 
是 Jordan-Hilder 定理 . 将 证 明 这 个 定理 的 一 种 形式 , 它 也 给 出 了 上 面 所 提 到 的 特 
萄 情形 , 特别 是 交换 群情 况 的 非 平凡 的 结论 . 为 了 证 明 这 个 定理 , 要 用 到 1.3 PRE 
引进 的 概念 . 

设 群 X AEG 上 , 设 4,8 EGE BA Wx TETE Ax 也 作 
用 在 A/B 上; 称 A/B 为 G HX 截断 (X-section). 


D 这 样 的 一 个 群 称 为 可 解 的 (solvable); 见 6.1 W. 
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一 个 次 正规 列 (4,iji=oa 是 G WIX 合成 列 (X-composition series), 如 果 所 有 
的 子 群 A; 是 xX 不 变 的 , 且 A; 中 没有 严格 介 于 4 和 A- ZA X 不 变 正 规 子 
群 . 此 时 因子 A/A-ili=1, ,a) RAX B (X-simple) fi. 

当 针 =1 了 时, G 的 一 个 针 合成 列 就 是 合成 列 , mT X =G 时 , G Hexe 
成 列 是 主 列 . 

1.8.1 Jordan-Hélder 定理 由 设 群 X 作 用 在 G 上 , (4i)ico 和 (Bi oa 
是 G 的 两 个 X 合成 列 , 则 a=b 且 存 在 集合 {Ai/Ai_1li = 1,--- ,a} 上 的 置换 7 
使 得 

(Aj/Aj-1)" =x B;/By-1. 

证 了 明 “ 设 NN := Bi FR NEG WRK X TEETH, GIN WX BH 
的 . 因为 在 N= 1 时 结论 显然 成 立 , 可 假设 N #1. 

Mie{l,---,a}MA C£N,F 


NAAN 9 Aig N a Agi N AG. 


而 由 N 的 极 大 性 , 得 G = NA. 因此 对 i= 0,… ,a 都 有 
设 
A := A; NN, 
选择 极 大 的 j € {0,:… ,a} 使 得 A; < N, 则 


A; S Ajy < Aj 


HA Aj £N 和 Aji /A; 为 无 单 ,得 A; ʻIA 因此 有 
(2) Aj = Aj = Ajyy 


和 
(3) Aj+1/A; =x G/N. 
结论 (3) 是 因为 
GIN © Aa NIN Sx As /A 
FEM k>j+248 
AL MAr = ALN NM Ag_ = Api 
再 由 1.2.6 得 


Ay /Ag_, Sx A} Ak-1/Ak d Ag/Ap-t. 


T 比较 文献 [15] 和 [esl]. 


18 合成 到 | . 93. 


而 从 A, /Apea PY X PER 
(4) Ap/Ag_y =x An/Ar-i, kK 274+2 
或 
A/A = LH A SA 
在 第 .2 种 情形 , 由 NA, = G = NA 得 出 
Ay At =x GIN Sx Aki JA, 


这 就 得 4 = Aki TE. 
因此 
1 
和 
l= Bo <---< Be- =N 
是 N 的 两 个 X 合成 列 . 对 |G| 用 归纳 法 , 可 设 对 上 面 两 个 X 合成 列 存在 满足 定 
理 所 要 求 的 置换 r. 特别 地 ,a 一 1=b 一 1, AT a= b. 
通过 设 
(Ajyri/A;)” := By/ Bei, | 
Ww FA {A/A = 1,… ,a} 上 的 置换 . 于 是 由 (3) 和 (4) 得 出 结论 ， o 
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本 章 给 出 有 限 交 换 群 的 结构 . 从 1.4 节 中 已 讨论 过 的 循环 群 出 发 , 证 明 每 一 个 
有 限 交 换 群 是 循环 群 的 直 积 . 在 2.2 节 中 , 将 证 明 循环 群 的 自 同 构 群 是 交换 群 . 

相对 于 一 般 群 的 结构 来 说 , 交换 群 的 结构 是 非常 容易 给 出 的 , 这 是 因为 交换 性 
所 冀 含 的 很 名 性 质 是 非 交 换 群 所 没有 的 . 例如 , 在 交换 群 中 , 它 的 每 一 个 子 群 都 是 
正规 的 , 且 子 群 的 乘积 还 是 子 群 ( 见 1.1.5). 

从 本 章 起 所 研讨 的 群 均 为 有 限 . 


2.1 交换 群 的 结构 
WR G = (r) 是 一 个 循环 群 , 那么 |G| = olr), 由 Lagrange 定理 得 到 
o(y)io(z), Yy eG, 


交换 群 有 一 个 更 一 般 的 性 质 , 它 可 由 ‘1.6.6 证 明 . 
2.1.1 设 避 是 交换 群 , 5 是 G 的 极 大 阶 的 循环 子 群 .那么 


o{y)||U|, Vy eG. 


证 明 设 y eG 只 需 证 明 每 一 个 整除 ofy) HHA p 也 整除 Ul # 
|U| = pm, 其 中 , (p,m) = 1. 由 1.4.3 WFE a € (y) Ml be U, 使 得 


ola) =p", off) =m. 


于 是 由 1.6.6  o(ab) = p'm. 从 而 由 |U| 的 极 大 性 得 到 pr |pem. 口 

2.1.2 设 G U A 211 中 所 设 . WA U 在 G 中 有 补 V; 特别 地 , G = 
Ux V, |G| = |U|IV]. 

证 明 ”如果 G=U, WA V =1 MA U 的 补 . EGU. EGU 的 所 有 元 
素 中 , 选 y 是 使 o(y) 为 极 小 的 元 . WA y #1, AM oly) 的 每 一 个 素 因 子 p 都 有 
(yP) < (y) (BL 1.4.3), BY (yP) S U. 

te U = (u). È 2.1.1 Al 1.4.3, o(y) 是 [U| 的 一 个 因子 , 且 对 |U| 的 每 一 个 因 


F, U 恰 含 一 个 阶 为 这 样 因子 的 子 群 . 因此 在 (ur) 中 存在 一 个 阶 为 aw 的 子 群 
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即 (yP). Mie NR uri = yr. 于 是 (yu = 1 BA y ¢U By ZU. 由 
oly) 的 极 小 性 得 

oly) = p. 
FEN := (y) E G 的 使 

UNN = 1 


的 非 平凡 子 群 . 2 G=-c/in®. 对 (< 局 有 
o(z) = |(2}| = min{n € N|z” € N} < |{z)| = ofz), 


Aa 
UN/N = U/UAN2U 


可 得 到 |U| = |U]. 因此 U 是 G 的 极 大 阶 的 循环 子 群 . 对 |G| 用 归纳 法 , BE 
G 中 有 补 Y. 
WMN<V<GWMEAV=V/N,WAUNV<UnON=-18VEVEG 中 的 
补 . 口 
2.1.27 U 的 补 V 又 可 以 分 解 为 极 大 阶 的 循环 子 群 及 其 补 . 因此 , 重复 运用 
2.1.2 可 得 
2.1.3 ”定理 每 一 个 交换 群 都 是 循环 群 的 直 积 . 口 
于 是 对 每 一 个 交换 群 G 来 说 有 


G S Cm X+ x Ch, H |G| = n nð. 


如 果 m 是 |G| 的 一 个 因子 , 那么 存在 n 的 因子 m (i = 1,… ,7) 使 得 m= 
mi emr. 而 Cm, X x Cm, 是 同 构 于 G 的 阶 为 m 的 子 群 . RAAT 

2.1.4 ” 设 G 是 交换 群 , m 是 |G| 的 一 个 因子 . 那么 G 包含 一 个 阶 为 m 的 
子 群 . 口 

设 p 是 一 个 素数 ， 


Gp := {rE G\x Æp 元素 }. 


2.15 HG 是 交换 群 . 那么 G, 是 G 的 阶 为 IG|, 的 特征 p TRO. 

证 明 ”对 z,y € Gp cy 也 是 p 元 , 再 由 ry = yr M 1.1.3", GC, 是 一 个 子 群 . 
因为 自 同 构 把 p 元 映射 到 p 元 , 所 以 这 个 子 群 是 G 的 特征 子 群 . 

D 关于 * 上 划 线 ”记号 . 

© Cn, BB ny 的 子 群 , 见 1.4 节 . 


DH ne N, dn, 是 最 大 的 整除 n if p W. 
* 原 书 此 处 有 误 .一 一 译 者 注 
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由 2.1.4, G 包含 一 个 阶 为 Gl 的 子 群 P. 因此 P E p 群 , 而 PP 的 每 一 个 元 素 
E p 元 ; 特别 地 , P < Gy. 


mR P Gp 那么 
k:=|G,: P| #1 
且 (k,p) = 1(Lagrange 定理 ). 而 由 2.1.4 得 G 中 存在 阶 为 上 UTE K, 又 因为 K 
的 每 一 个 元 素 都 是 p 元 , 这 就 和 1.1.8 FA. 口 
2.1.6 EH EG 是 交换 群 . 那么 
g pent Gp. 


证 明 由 1.6.5, FÆ G, (pE n(G)) 的 积 Gi 是 一 个 直 积 . 于 是 由 2.1.5 得 到 
cl= J] Gl= [Lel=I@h 


pen(G) per(G) 

因此 Gi = G. o 

在 交换 群 中 , 两 个 阶 互 素 的 循环 群 的 积 也 是 循环 群 ( 见 1.6.6). 因此 , 一 个 交换 
群 是 否 循 环 取决 于 所 有 的 子 群 G,, pe rla) ERMA. 

2.1.7 “对 交换 群 G 来 说 , 下 面 的 命题 是 等 价 的 : 

(i) G 是 循环 的 . 

(ii) 在 G P, 对 所 有 的 penra) 都 恰 存 在 一 个 p 阶 子 群 . 

(iii) 对 所 有 的 p E fr(G),G 都 是 循环 的 . 

证 明 ”用 到 G, 上 , 从 1.4.3 @ (i) = (i), TAA 2.1.3 @ (ii) = (iii). 最 后 , 重复 
应 用 1.6.6 得 到 (iii) = (i). 口 

在 2.1.3 中 , 分 解 式 的 因子 还 会 有 进一步 的 结果 . 由 2.1.6 分 解 的 唯一 性 , 上 只 需 
研究 交换 p 群 的 情形 . 

交换 p 群 称 为 初等 交换 (elementary Abelian) 群 如果 对 所 有 的 r e G 都 有 
rHS 

2.1.8 ” 设 G 是 阶 为 p" > 1 的 初等 交换 群 p 群 , 则 

(a) G Æ n $ p 阶 循环 群 的 直 积 . 

(b) MR G 写成 加 法 形式 , MAW k:=k+pZe Z/plZA ce GC, 数量 乘法 


kr :三 二 十 :十 并 
— m 
k 


使 G 成 为 一 个 在 素 域 Z/pZ 上 的 n 维 向 量 空间 V. G 的 子 群 对 应 于 V 的 子 空间 ， 
而 G 的 自 同 构 对 应 于 的 自 同 构 . 


2.1 交换 群 的 结构 37o 


证 明 (a) 因为 G 的 每 一 个 非 平凡 循环 子 群 的 阶 为 p, G 是 p 阶 子 群 的 直 积 
( 见 2.1.3), RA |G| =p", 得 G Æ n MARNE, 

(b) 结论 为 显然 ， 这 是 因为 有 n 个 元 素 为 基 的 向 量 空间 V 等 价 于 (a) 中 
的 G. 口 

在 p 群 (不 要 求 为 交换 JG 中 , 群 


0,(G) := (zE Giz” =1)}, i=0,1,2, 
是 一 个 特征 子 群 . 显然 
M0) S A(G) i=1,2,." 


4 
AG) := M (G). 


如 果 G 是 变换 群 , 那么 
2,;(G) = {x € Giz” = 1} 


且 
G 是 初等 交换 群 = G = PIG). 


2.1.9 #G 是 交换 yp 群 , A 
(x) G= Ax x An Æ n 个 循环 群 4; 关 1 的 直 积 . 于 是 


IR(G)| = p”. 
更 确切 地 说 , 如 果 数 n eN (i = 1,2,…) 由 
[IQ(G) /R10)| = p™ 
所 定义 , 那么 ni -na 是 (+) PRA pi 的 因子 的 个 数 . 


证 明 由 
(G) = (A1) x x lAn) 


得 到 |2(G)| =p" =p™. 因为 


(G6)/9(6) = (G/B) ALAS 0(A0)) = x (As/2(A,)) 


= x (A)/ 2A), 


nz 是 (*) 中 阶 至 少 为 pP 的 因子 的 个 数 . 于 是 n 一 ma 是 阶 为 p 的 因子 的 个 数 . 对 
+22 情形 ， 用 相同 的 方法 可 算出 Thi — Mi+l 是 (+) 中 阶 为 p 的 因子 的 个 数 . CJ 
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群 G 中 生成 元 的 最 小 个 数 称 为 群 G MER (rank), 记 作 r(G). MR G 是 交换 p 
群 , 那么 r(G) =n, 其 中 , n 与 3.1.9 中 的 元 相同 . 

结论 2.1.3,2.1.6 和 2.1.9 可 以 完全 分 类 所 有 的 有 限 交 换 群 : 有 限 交 换 群 是 素数 
间 阶 的 循环 群 的 直 积 , 其 同 构 类 型 由 这 些 因子 的 阶 和 个 数 决 定 . 例如 , 怡 存在 9 个 
阶 为 1000 = 23 .53 的 交换 群 , 即 


Cz x Cy x Co x Cs x Os x Cy 
Cz x Cag x Cy x Cs x Ces 

Cy x Cy x Cy x Cra 

Cy x Cy x Cs x Cy x Cy 

Co x Co x Cy x Cra 

Ca X Cy x Cys 

Coa x Cs X Cs x Cy 

Cos x Cy X Cge 

Caa x Csa 


其 中 , 只 有 最 后 一 个 群 是 循环 群 
应 该 提 及 的 是 : 有 限 生成 交换 群 有 类 似 于 有 限 交换 群 的 结构 . 它们 是 有 限 交换 
群 和 同 构 于 整数 加 群 Z 的 群 的 直 积 ( 见 文献 [19] 的 82 页 ). 


习 题 


下 设 G 是 一 个 有 限 交 换 群 . 

1. He e N LW EMMA a € G, a° = 1 的 最 小 数 ( 称 expG := e 为 加 的 指数 (exponent))， 
则 存在 元 素 5eG 使 olb) =e. 

2. 设 expG =e. 那么 G 是 循环 群 当 且 仅 当 |G| =e. 

3. Bp 是 一 个 素数 ,局 = Cx Cp, B= Cp x Cp x Cp MG =C x B, W G PRE 
补 同 构 于 Cp HTE. 

4. 阶 为 546 的 交换 群 是 循环 群 . 

5. 举 出 一 个 满足 2.1.4 所 述 结论 的 非 交 换 群 的 例子 . 

6. 确定 I] g. 

gG 

7. 对 G 的 每 一 个 子 群 U 都 存在 G 的 一 个 自 同 态 vw Ime =U. 

8. WR AutG 是 交换 群 , 那么 G 是 循环 群 . 

9. 应 用 第 6 题 证 明 

(p — 1)! = 一 1modp (p 是 素数 ) 儿 . 


D Wilson 定理 . 


2.2 箱 环 群 的 自 同 构 . 39- 


10. Hape Np 是 素数 且 (a,p)=1. MA 


ar =1 modp®. 


2.2 循环 群 的 自 同 构 


作为 一 个 交换 群 的 例子 , 我 们 在 本 节 确 定 循环 群 的 自 同 构 . 
对 一 个 交换 群 G 和 每 一 个 整数 k, 映射 


o.:GoG, HA, rer" 


是 G 的 一 个 同 态 且 
Ker ox, = {z € G|z* = 1}. 


FE, Kear 包含 G 中 所 有 的 其 阶 整 除 k 的 元 素 . 

2.2.1 oa, 是 交换 群 G 的 目 同 构 当 且 仅 当 (k, |G) =1. 

证 明 如果 (k |G|) = 1, MH 1.1.8 有 Kerap =1. RZ, 如果 (k, |G) 41, 那 
4 k MIG 有 一 个 公共 的 素 因 子 p. 由 2.1.6, p FRC, 是 非 平 凡 的 , 于 是 G PH 
在 p 阶 子 群 . 而 Ker ak 包含 这 个 p 阶 子 群 . 口 

这 个 结论 与 1.4.3 一 起 得 到 关 干 循环 群 的 以 下 结论 : 

2.2.2 n 阶 循环 群 的 自 同 构 的 型 为 2.2.1 中 的 ox, 其 中 ,ke {1,…,n 一 1} 且 


(k,n) = 1, o 
从 akap = ake = Ope = OR O,, AP, k k 是 整数 , 得 到 
2.2.3 ”循环 群 的 自 同 构 是 交换 群 外 . 口 
因为 2.1.6 中 的 分 解 G = ete Gp. 有 


AutG= x AutG, 
pén(G) 


(AL 1.6.2). 因此 只 要 确定 循环 p 群 的 自 同 构 群 就 够 了 . 
WE G 是 阶 为 pe > 1 的 循环 p BE, BEA | Aut G) ER 1 < k < p* 和 (k,p)=1 
的 整数 让 的 个 数 . 于 是 有 
|Aut G| = pp (p— 1). 
特别 地 , 如 果 |G| = p, WA [Aut G| =p-1. 此 时 有 
2.2.4 了 阶 群 的 自 同 构 群 是 循环 群 久 . 


 Fermat 小 定理 . 
D 可 以 很 容易 地 把 2.2.2 和 2.2.3 推广 为 循环 和 群 Cn 的 自 同 态 环 同 构 于 环 Bj/nE. 
CB) 这 也 可 以 从 有 限 域 的 民法 群 是 循环 群 这 个 本 所 周 婴 的 结果 得 到 . 


证 明 中 设 G 是 p 阶 (循环 ) 群 . 那么 对 geG 和 aeAutG 有 

(1) =9geg=1Ka=1, 

下 面 假设 Aut G 非 循 环 来 导出 矛盾 . 由 2.1.7, FE re w(AutG) 和 子 群 A < 
Aut GG, 使 

As! Ge x Cr. 

设 B 是 4 的 所 有 7 阶 子 群 的 集合 , 则 有 

(2) |B) =r +1 H BOB, =1, 3 BA Bi # Bo. 

M1IAB<CAAGEG*, R 


ga := [ [9° 


BEeB 


那么 对 ac B# 有 
(gB) = || 9°* = ge. 


BEB 


于 是 由 (1) 得 到 gs =1. 从 而 由 (2) 得 


L= =r i i, 
BEB 


因此 o(g) =r. RAAT p=r (21.18). 另 一 方面 , 由 2.2.2 有 
r 整除 |Aut G| = p—1, 


这 是 一 个 矛盾 . - 口 
2.2.5 设 G 是 一 个 pt > 1 阶 循环 p AA 4 := Aut G, 则 


Assa 


其 中 , 5 是 一 个 pl Br, T 是 一 个 p= 1 阶 循环 群 . 
证 了 明 ”已 经 知道 |4| = pr-!(p 一 1), 并 且 A 是 交换 群 ( 见 2.2.3). 由 2.1.6 的 直 
积分 解 有 


A=SxT, HF, |S|=p*",|T| =p—-1. 
设 互 是 在 G 中 的 p 阶 (特征 ) 子 群 ( 见 1.4.3) A 
p: A> Aut H, P, a+ @:= alg, 


D 这 个 证 明 中 的 方法 将 在 8.9.1 中 以 更 一 般 的 形式 再 次 用 到 . 


2.2 TAH A -41- 


则 因 
Aut H = {a,|1 Sk < p—1}, 


p 是 一 个 满 同 态 . 进一步 , 因 Aut H| = p—1 A (|S|,p—1) = 1, @ S< Kery (R 
1.1.8). 事实 上 , 因为 |4| = |Imy||Kery| 而 有 S= Kery. 于 是 由 同 态 定理 得 到 


T = A/Kery = Aut H, 


从 而 由 22.4 得 了 是 循环 的 . 口 
2.2.6 tt G=(z),e>2, AMS A 2.2.5. 
(a) S p42 或 p=2=e 时 有 


S={a), 其 中 ,za = ritr, 
特别 地 , (ar ) 是 A 中 唯一 的 p 阶 子 群 且 对 8 := an 有 


a— 
ge 一 ptr 


(b) Sp=2<e NA 
S=A= (y) x (6), AP, r =27 = 25. 
特别 地 , y, E := 6" = 76 是 仅 有 的 2 阶 自 同 构 , 且 有 
gE = ght! Fy gt = 2 1 


证 明 (a) 因为 (p,1+p) = 1, Ro 2G 的 自 同 构 (0 2.2.1). 如 果 p=2=e 
那么 ze = rP = r? =2c 1 是 @G 的 仅 有 的 非 平凡 自 同 构 . 因此 下 面 可 以 假设 p + 2. 
知道 a 的 阶 是 满足 


(1+ p)™ = 1(mod p*) 
的 最 小 的 整数 m eN. 
ALA p #2, 对 (1 十 中 ”用 二 项 式 定理 得 


(L+p) =1(modp*) 


(1+p)” # 1(modp*). 


由 此 得 到 m = pel. 于 是 (a) 和 5 的 阶 相同 , 即 5 = (a). 同样 对 8 = az 用 二 
项 式 定理 即 可 得 到 所 需 的 结论 . 
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(b) fl (a), 用 二 项 式 定理 到 (1 + 27)? (k e N) 上 可 证 得 
(1 + 22)?" = 1(mod 2°) 
和 
(1 + 22) Æ 1(mod 2°). 
如 同 (a) 中 那样 , 这 蕴含 了 由 
pl +2? 
定义 的 自 同 构 5 的 阶 为 2:-?. MOE k ON A 
(1 +27)* # -1(mod2*), e233, 
最 终 导 出 5 Mee ST 27 =o 定义 的 自 同 构 7. 因此 , o) 和 (6) E 
成 S(= A) 的 22 .2= 20-1 阶 子 群 . 由 此 可 得 A= (y) x (6). MA 
(1 十 22)? ”三 1 十 2e-1(mod29) 
可 得 到 等 式 zt = rt, 最 后 因为 
ett ico IE ce (z712 = ioe 


和 


而 得 到 zm = 2-1. 口 
应 该 强调 的 是 , 在 2.2.6(b) 的 情况 下 自 同 构 群 4 包含 一 个 同 构 于 丈 x Zo 的 
TH, 因此 不 是 循环 群 


习 题 


下 设 石 是 一 个 素数 , G 是 一 个 有 限 群 . 

1. 设 g 关 1 是 jp 一 1 的 因子 . 用 半 直 积 构造 一 个 包含 一 个 p 阶 正规 子 群 的 pg 阶 非 交换 群 . 
再 构造 一 个 包含 一 个 p 阶 循环 正规 子 群 的 p (e2 2) 阶 非 交换 群 . 

2. Rp 是 |G| 的 最 小 素 因 子 , N 是 一 个 p HERTE. WA N < Z(G). 

3. Bp#2,G B—PMAF pH. 那么 AutG 为 循环 . 

4. 用 2.2.4 证 明 中 的 想法 证 明 ; 设 玉 是 一 个 域 , U 是 K RRR. 那么 U 循环 . 

Fe G, y, me 同 2.2.6(b) 中 所 设 , > 


D:= (y+) « G, H :=(n) x G, M := {e) x G. 


D H 是 一 个 半 二 面体 群 ; 见 5.3 节 . 


2.2 循环 群 的 自 同 构 Ag. 


5. D 是 一 个 二 面体 群 . 

6. M 的 所 有 对 全 都 包含 在 (e,r) 中， 

7. € A, Hz 是 由 

Hy := {z", gh Ha := 位 Wr) 

EAH H 的 子 群 , 则 

(a) Hin Hs = (x?) HJE: Hii = 2) t= 1,2. 

(b) Ai; 是 一 个 二 面体 群 且 和 包含 H 的 所 有 对 合 . 

(c) He Bate T. 


D H: RAU A) cw: 见 5.3 节 . 
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作用 这 个 概念 在 有 限 群 理论 中 起 着 重要 的 作用 . 3.1 节 将 介绍 关于 群 的 作用 的 
基本 概念 和 结果 . 在 3.2 节 和 3.3 节 中 , 运用 在 陪 集 上 的 作用 来 证 明 重 要 的 Sylow 
定理 , Schur-Zassenhaus 定理 和 Gaschiitz 定理 . 


3.1 fF H 
2 = {a,8,…} 是 一 个 非 室 有 限 集 . O 上 所 有 置换 的 集合 So 关于 乘积 
a™ := (a7), acn, ry Ee Sq 


成 为 一 个 群 , 称 为 由 上 的 对 称 群 (symmetric group). 把 {1,---,n} 上 的 对 称 群 记 
作 Su 称 为 n 次 对 称 群 (symmetric group of degree n)， 显 然 Sn = So SERY 
IN| =n. 

如 果 对 mxG 中 的 每 一 对 (a, 9), 都 对 应 O 中 一 个 确定 的 元 素 O 满足 

O 对 1=1lc ARAN ac F a! =a, 

O: 对 所 有 的 zy E GAMAN a € 2 A (at) =a, 
则 称 群 G 作用 (act) 在 2 E. 

映射 

gon =n, 其 中 ， are of 


描述 了 vee 在 只 上 的 作用 . 因为 
(ett Sight” = a! Sa: 


(g-1)" 是 g7 的 道 . 特别 地 , g 是 一 个 双 射 , 从 而 是 只 上 的 一 个 置换 . FE O 
得 到 

m: — Sp, HEF, gt g" 
是 一 个 同 态 . 同 态 定理 表明 G/Ker 同 构 于 Sn 的 一 个 子 群 , 从 而 也 同 构 于 Sa 的 
一 个 子 群 , 其 中 , n := [N]. 


D 类 似 于 和 群 的 定义 中 那样 我 们 用 乘积 的 形式 , 但 在 这 里 把 它 记 成 为 o, 而 不 是 ag. 
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反之 , 对 每 一 个 同 态 r: G 一 So, 如 果 定 义 a3 := as , WAHT GEN ERI 
EA. AA r: G Sn UR G Æ EAE (action). 

如 果 Kerr = 1, 则 称 G 忠实 [faithfully) 作用 在 O 上; WH Kerr = G, WH G 
平凡 (trivially) 作用 在 2 E. 

对 G 在 只 上 的 每 一 个 作用 r, 如 果 设 


ay Ker wig := of 


就 得 到 了 一 个 G/Kern 在 0 上 的 忠实 作用 . 
下 面 介 绍 几 种 在 以 后 的 章节 中 常 遇 到 的 重要 作用 ， 
3.1.1 (a) HIE 
AM a7! Ag = A’, 


群 G 作用 在 G 的 所 有 的 非 空子 集 4 的 集合 上 . 


(b) HAH 
gr 'gr=g", 
群 G 作用 在 G 的 所 有 的 元 素 g 的 集 上 . 
(c) 通过 右 乘 


Ug > Ugz, 


群 G 作用 在 G 的 给 定子 群 U 的 右 陪 集 的 集合 上 . 
证 了 明 ER 3 种 情况 下 都 有 1 = lc 为 作用 平凡 , 所 以 都 满足 条件 O HF, 
由 结合 律 可 得 都 满足 条 件 OD. 口 
在 (a) 和 (b) 的 情况 下 , 置换 rr 就 是 由 z 诱导 的 内 自 同 构 ( 见 1.3 4). 
在 给 定子 群 U 的 所 有 的 左 陪 集 的 集合 O 上 的 “ 左 ” 乘 也 给 出 一 个 作用 r: G 一 
So. 但 是 因为 gU 一 zgU PERAS (而 是 一 个 反 同 态 ) 吓 . 必须 定义 


Ir" :如 一 Sn, 其中， gU — x 1gU. 


运用 (c) 得 到 

3.1.2 EU 是 G 的 指数 为 n ATE, 则 G/Uc AHF S, 的 一 个 子 群 台 . 

证 明 同 3.1.1fc) 中 那样 , 设 避 是 在 G 中 所 有 的 右 陪 集 的 集合 且 r:G 一 
Sn 是 由 右 乘 定义 的 作用 . 那么 , 对 z,ge G 有 


Ugr =Ugegrg ' EU reU’, 
D 我 们 仅 在 3.3 PHP ARR EEEH. 
@ Ue = N US. 
7e0 
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从 而 


了 和 15 从 了 EL 


即 有 Ug = Kern. 

为 了 运用 3.1.1 中 给 出 的 作用 ， E E eircom 
定义 直接 得 到 的 一 些 基本 性 质 . 

下 设 G 是 作用 在 集合 m ERDF. 对 aen, 设 


Ga := {x € Gla” = a}. 


集合 Ga 是 a Æ G 中 的 稳定 子 (siabilizer); 如 果 r e Ga, WEK x 稳定 (stabilize)( 固 
定 (fix))a. 

注意 到 : HAF OL Ga 是 G 的 一 个 子 群 . 

3.1.3 对 ygeGaenNn 有 (Ga)? =Gav. 

证 明 (af)? = 09 e a = a e grg! E Ga S a E (Ga). 口 

两 个 元 素 a, p En 称 为 是 等 价 的 (equivalent), 如 果 存 在 2c G at = 8. F 
是 O 和 Os 表明 这 个 等 价 概念 实际 上 是 在 9 上 定义 了 一 个 等 价 关系 . 相应 的 等 价 
类 叫做 G 在 上 的 轨道 (orbits)( 或 在 nn 上 的 G 轨道 ). Hacen, 


af := {a"|z € G} 


是 包含 a HH. MRO 自身 就 是 G 的 一 个 轨道 ,就 是 说 对 所 有 的 a GeO B 
存在 zeG {Ë o = 8, PAR G 传递 (transitively) 地 作用 在 QE. 

3.1.4 Frattini 论断 ”假设 G 包含 一 个 传递 地 作用 在 Nn 上 的 正规 子 群 NO, 
那么 , 对 每 一 个 a en 有 G=G,N. 特别 地 , 如 果 Na = 1, 那么 G。 是 N 在 G 中 
的 补 . 

MEARE Haen, yeG. 由 WN 在 N 上 的 传递 性 得 到 存在 zeN fF a =a". 
因此 am =a, 从 而 有 ye! € Ga. 于 是 ye Gat CGN. 口 

下 面 的 基本 结论 类 似 于 Lagrange 定理 . 

3.1.5 |af|= |G: Gal, a E N. 特别 地 , 轨道 aC 的 长 度 (lengthjla2| Æ |G] 的 
一 个 因子 . 

证 上 明 对 x,yeG 有 


a =a ea! =a yr! E Ga S yE Gar. 口 
因为 0 是 G 的 不 相交 轨道 的 并 , 得 到 


D 当然 , N 是 作为 G 的 一 个 子 群 作用 在 只 E. 


3.1 4Ẹ 用 “7 


3.1.6 Wn 是 一 个 整数 , 如 果 对 所 有 的 a cf, n 都 整除 |G :Gal, 那么 m 也 
整除 Jnl. 口 
对 UCG, 

Ca(U) := {a € DIU C Ga} 


是 U 在 中 的 固定 点 (fixed points) 集 . BIRO\Ca(G) 是 所 有 长 度 大 于 1 的 G 轨 
道 的 并 . 
3.1.7 GÆT pH. 那么 


|R| = |Ca(G)| (mod p). 


iE 3} EC := O\CA(G), BET Ga 是 G 的 一 个 真子 群 ， 因 此 ,p 是 
IG: G,| 的 一 个 因子 (Lagrange 定理 ), 于 是 由 3.1.6 得 


|| = 0 (mod p). 口 


现在 把 3.1.1 中 的 作用 用 于 3.1.3，3.1.5. 
WOE G 的 所 有 的 非 空子 集 的 集 人 台 , H < G. 那么 A 通过 共 辆 作用 在 0 E. 
HAEN M 
A =r Az, reH 


构成 的 子 集 是 H 的 一 个 轨道 . 4 在 H 中 的 稳定 子 
Ny(A) = {x € HIJA” = A} 


称 为 4 在 互 中 的 正规 化 子 (normalizer). 
由 3.1.5, |H : Ny(A)| 是 4 OY A REAR. 
设 Ben. 如 果 BC No(A), 则 称 BEML (normalizes) A. 
由 3.1.1(b), H HARENA G 的 元 素 上 . 对 这 个 作用 来 说 , G 的 元 素 g 的 稳 
定子 
Cu(g9) := {x € H| g" = 9} 


是 go 在 五 中 的 中 心 化 于 (centralizer). 显而易见 , 这 个 子 群 由 满足 rg = gr HH 中 
的 元 素 r 组 成 . 
由 3.1.5, |H : Cg(g)| Æ g 的 五 共 胃 的 个 数 . 
对 G 的 非 空子 集 A, 
Cu(A) = (| Calg) 


JEA 


Ag ， 第 3 章 FAMY 


是 4 在 互 中 的 中 心 化 子 (centralizer)， 于 是 Cr(d) 恰好 包含 HPS 4 中 每 一 个 
元 素 都 交换 的 元 素 . 例如 , Celf4) = G 当 且 仅 当 4 Z(G) 的 子 集 . 称 G 的 子 集 
吾 中 心 化 (centralizes) A, WE BE Co( 轴 (或 等 价 的 说 [A, B] =1; 见 20 页 ). 

对 zeEG, 由 3.1.3 得 


Ne(A)”? = Nol A”) 和 Ce(A)* = Ce(A*), 
更 一 般 地 , 有 
Nu(A)® = Ng: (A®) 和 Cul A)? = Cye(A?). 


“4H = GIN, HF g 的 元 素 组 成 的 G POERA g E G PARNY (conjugacy 
class), 有 


lg? | = |G : Calg)l. 


Hub Z(G) 怡 好 包含 G MSAK 1 的 元 素 , RA SEHR. 

因为 G MHRRBATHSEAN G 轨道 , 所 以 G BEEN 
类 的 并 . 由 此 得 到 

3.1.8 ”类 方程 B Ko, Kn 是 G 的 长 度 大 于 1 WHH, VE a; Ee 
Ki i=1,---,h, I 


h 
IG| = |Z(G)| + > IG : Celai)l. 口 
注意 到 


3.1.9 设 U 是 G 的 一 个 子 群 . 那么 NalU) 是 G 的 最 大 的 以 U 为 其 正规 子 
群 的 子 群 . 映射 


g: Ne(U) = AutU BP, r (ur u”) 


是 一 个 具有 Kery = Co(U) WAS. 特别 地 , Ne(U)/Co(U) A © F AuntU 的 一 
个 子 群 . a 
下 面 用 从 3.1.7 得 到 的 关于 p 群 和 了 子 群 的 两 个 基本 性 质 来 结束 本 节 . 
3.1.10 设 P 是 G 的 一 个 bp 子 群 ,p 为 |G :了 P| 的 一 个 因子 . 那么 已 < Ne(P) 
证 明 ”由 3.1.1(c), P AREAS Pg (g e G) 的 集合 E, 


Q| = |G :Plz0(mod p). 
从 3.1.7 我 们 得 到 (用 P 代替 G) 


D 见 1.2.5 节 的 同 态 定理 . 


| fE 用 - 49. 


\Ca(P)| = || = 0 (med p), 


并 且 因为 PE Cn(P) 得 Cn(P) 4 Ø. 因此 存在 Pg € Co(P) 使 PA Po. 由 此 得 到 


gg P H PoP = Po. TÆR gPo-' =P H ge Na(P)\P. 口 
3.1.11 设 P 是 一 个 p 群 , N 关 1 是 PP 的 正规 子 群 , 则 ZP)ON 41. 特别 
地 , 2(P) 关 1. 


证 明 PARREREN :=N E, WA 
Ca(P) = Z(P)NN. 
因为 N 是 一 个 p 群 , 所 以 从 3.1.7 得 
|Ca(P)| = |Q| = 0 (mod p). 


于 是 由 1 € Co(P) 得 到 |Cn(P)| 2 p. 口 
习 题 
FRG 是 一 个 群 . 
L 设 G 是 子 群 K 和 正规 子 群 N 的 半 直 积 , 且 设 m := N. 那么 


w=wn (wen, kek,neN) 


EAT G EN ERIEN. 
2. 如 果 G IMPFEN 上 , 那么 Wel(Ga) 传递 地 作用 在 Ca(Ga) (a € N) 上 . 
3. Rp Æ |G| 的 最 小 素 因 子 , 则 每 一 个 指数 是 p 的 子 群 都 在 G 中 正规 . 
4.8#@U<GA1A|G:U| <4, WA |G <3 RG FM. 
5. 假设 G 的 类 方程 是 
60 = 1+15+20+12+12, 


那么 G RAR. 

6. EH G 忠实 地 作用 在 集合 OL. BAB G 的 一 个 传递 作用 在 只 UTR WA 
\Ce(A)| 是 0] 的 一 个 因子 . 车 进一步 假设 AER, M Ce(A) = A. 

7. @SaAACG, MAC Ce(Ca(A)) E CelCe(CelA))) = Cela). 

8. RAG 的 正规 子 群 且 有 UU < Cald). BA [U, G] < Ca(A). 

9. (a) AAG, U< G= Cy(A) aU. 

(b) A char G > Ce(A) char G H Ne(A) char G. 
10. 设 K 是 一 个 域 , V 是 上 的 |G| 维 向 量 空间 , 则 G 同 构 于 GL(V)® 的 一 个 子 群 


D GL(V) Æ V 上 的 双 线 性 映射 群 ; 见 8.6 节 ， 
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3.2 Sylow Æ # 


本 节 证 明 Sylow 定理 . 对 |G| 的 每 一 个 素数 寡 因 子 pi, Sylow 定理 指出 G 的 
严 阶 子 群 是 存在 的 DB. 这 就 为 借助 非 平凡 p 子 群 的 正规 化 子 来 分 析 有 限 群 商定 了 
基础 , 这 种 方法 在 有 限 群 理论 中 获得 了 极 大 的 成 功 . 

首先 给 出 一 个 19 世纪 上 半 叶 得 到 的 经 典 定理 . 

3.2.1 Cauchy 定理 外 it G 是 一 个 群 ,p EIG 的 一 个 素 因子 . Maca 
A pR; 特别 地 , G PEE p MTR. 

WEAS tt 


N = {z= (Tl , Zp) |21, EC，ziza ep = 1}. 


因为 工 ER 的 分 量 ri,…… ,zp_1 可 独立 的 选择 (而 后 2, 由 它们 唯一 确定 ), 得 
到 
IN| = |G"? = 0 (mod p). 


注意 到 


TITa tp = 1 & T2- Tp = ay) 的 了 
所 以 循环 群 Cu = (a) 通过 
(T1, Tos ,Ep) (za a Ep i) 
作用 在 mm 上 . 因此 , 由 3.1.7 得 
I\Ca((a))| = [Q| = 0 (mod p). 


MAA 1 = (1,… ,1) € Cn((a)), 所 以 存在 z= (zi1,… , ap) A1 € Col(a)). 这 证 明 
fT 20822 2,42 oF = 2: Oo 

下 设 p 是 一 个 素数 , G 是 一 个 群 . 设 PP 是 G 的 一 个 p THR, 如 果 G 中 不 存在 
RES P Hp TR, 那么 PRA G 的 Sylow p FE. 于 是 , G 的 Sylow p TRE 
G 的 p THRE ( 按 包 含 关系 排序 ) 的 极 大 元 素 . 把 G 的 Sylow p 子 群 的 集合 记 作 
Syl, G. 


D 如 果 G 是 变换 的 ,那么 对 |G| 的 每 一 个 因子 n, G 都 有 一 个 ni 阶 子 群 ; HAA 
ERAJ, 见 2.1.4 Al 5.1 节 . 

(2) STAR SCR [37] 的 第 291 W. 

D 此 证 明 局 于 1H. McKay. 


3.2 Sylow Æ M TE 


例如 , 如 果 p 不 是 |G 的 因子 , 那么 Syl, G = {1} (Lagrange 定理 ); WR G 是 
一 个 p 群 , 那么 Syl, G = {G}. HA G 的 自 同 构 把 Sylow p 子 群 映射 到 Sylow p $ 
群 , 所 以 子 群 

Mej fo P 
PeSyl G 
E G 的 特征 p THR. 更 确切 地 有 

3.2.2 EN 是 G WIE p FH O, M N <0,(C). 

WERA 设 Pe Syl,G, 那么 NP 是 一 个 p 子 群 ( 见 1.1.6). 由 P 的 极 大 性 和 
P<eNPAN <P. 口 

特别 地 , 如 果 G 的 Sylow p FE P 在 G 中 正规 , 那么 Syl, G = {P}, H P Æ 
G 的 所 有 p 元 素 的 集合 . 这 样 的 群 称 为 p 闭 ip-closed) 的 . 进一步 , 2% G 是 p 闭 的 且 
P(x € G) 是 G/P 的 一 个 p 元 , BA (xz)P 是 一 个 p 群 . 于 是 re P. 由 Cauchy 
定理 知 p 不 整除 |G/ P|. 

mR PEG 的 一 个 p FHA ptiG: P|, 那么 由 Lagrange 定理 知 |P| 是 最 大 
的 整除 |G| 的 p FE, 从 而 P e Syl, G. 一 般 地 , 有 

3.2.3 Sylow 定理 (中 itt yp: 是 整除 G 的 阶 的 最 大 p Æ, W 

(a) G 的 Sylow p 子 群 恰 是 阶 为 pe 的 子 群 . 

(b) G 的 Sylow p 子 群 在 G PHH. 特别 地 ， 


Syl, G| = |G: Ne(P)|, PeSyl,G. 


(c) |Syl G| = 1 (mod p). 
证 明 四 iw P ÆG AY Sylow p FH. 那么 PRE 


U := Ng(P) 
的 一 个 Sylow p TEF. 
因此 像 上 面 所 提 到 的 那样 有 
(1) U Æ p 闭 的 且 |U : P| £0 (mod p). 
可 以 断言 , 有 


(2) |G: U| =1 (mod p). 
为 了 证 明 这 个 结论 , 考虑 P 在 所 有 陪 集 Ug(g e GC) 的 集合 中 上 的 作用 . 那么 
Å [Q| =|G:U|, HM 3.1.78 


ICo(P)| = || (mod p). 


D 即 既 是 一 个 p FREER. 
© 例如 , 在 文献 [97], [40] 和 [41] 中 有 不 同 的 证 明 . 
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因为 P< U, 所 以 有 U © Co(P). & Ug € Co(P), W UgP = Ug, BHAT 
gPg-! < U. AF U Æp 闭 的 得 gPg-! = P, AMA g E No(P) =U. 由 此 得 到 
Cal P) = {U}. (2) 得 证 . 

设 5 是 G 的 男 一 个 Sylow p FE. 那么 5 通过 右 乘 也 作用 在 Q 上 . 于 是 , 由 
(2) 和 3.1.7 得 到 存在 陪 集 Ug 使 得 UgS = Ug. 由 此 得 g5g9 < U, 从 而 由 (1) 得 
到 gSg-! = P. (b) 得 证 . 

再 由 (2) 和 

Syl, C| = |G: Ne(P)| =|G:U| 


得 到 (c). 
另外 , 因为 
IG| = |PIIV : PIIG : U|, 


其 中 , p 不 整除 第 2 和 第 3 个 因子 ((1) 和 (2)), 所 以 (a) 成 立 . 口 
下 面 给 出 上 述 定理 的 一 些 推论 : 
3.2.4 Bp Æ |G| 的 因子 . 那么 G 有 一 个 pr 阶 的 子 群 . 
证 明 ”对 |G| 用 归纳 法 . 由 Sylow 定理 , 我 们 可 以 假设 G 是 一 个 非 平凡 p R. 
由 3.1.11 @ Z(G) 41. RN 是 Z(G) 的 一 个 p HTH. 那么 由 归纳 假设 G/N 有 
一 个 子 群 U/N (其中, N <U < G) 使 得 |U/N| = ph). 因此 |U| = p. 口 
3.2.5 tN 是 GG 的 正规 子 群 , Pe Syl,G, 则 


PN/N € Syl G/N H PON € Syl, N. 
证 明 ”这 两 个 结论 都 可 以 从 3.2.3(a) 得 到 在 子 群 链 


1 PNNENEPNEG 


中 由 PN/N = P/PO N(R 1.2.6) @ |PON||PN/N| = |P]. Alt |N: PON| A 
IG: PN| 都 不 被 p ERR. 口 

3.2.6 设 U0U 是 上 G 的 一 个 非 Sylow p 子 群 的 p 子 群 . 那么 对 Ne(U0) 的 每 一 个 
Sylow p TH RIJA U < R. 

证 明 WR PeSyl,G 满足 U < P, MAH 3.1.10 A U < Np(U). 因此 UU 不 
是 No(U) 的 极 大 pp 子 群 . 另 一 方面 , AA UANG(U), U 包含 在 NelU) 的 每 一 个 
Sylow p 子 群 中 ( 见 3.2.2). 口 

由 3.1.4 可 以 得 到 一 个 重要 的 分 解 , 如 下 : 

3.2.7 Frattini 论断 8 N Æ G 的 正规 子 群 且 P e Syl,N, 则 G = 
Ng( PIN. 


3.2 Sylow E # -53- 


证 明 ”G TSESEPEFAZERA N = Syl, N 上 , 且 P 的 稳定 子 是 No (P). 进 一 
步 由 Sylow 定理 , N 传递 地 作用 在 只 上 . 因此 由 3.1.4 得 结论 成 立 . g 

下 面 的 结果 是 Frattini 论断 的 一 个 应 用 : 

3.2.8 WNEGH-TEMTEH, BHR OG := G/N, #4 PEG 的 一 个 
p 于 群 . 假设 (|N|,p) = 1. 那么 


Na(P) = Na(P) H. Ca(P) = Ce(P). 
证 明 ”由 商 群 的 定义 得 
Na(P) = Ne(WP). 


因为 (IN|,p) = 1, 所 以 P 是 NP 的 Sylow p FHE, E NP 是 No(NP) WERTH. 
因此 由 Frattini 论断 得 到 


Ne(NP) = NPNw,np\(P) = NPNe(P) = NNe(P), 


从 而 有 No(P) = Ne(P) 成 立 . 
显而易见 , Co(P) < Ce(P). te Ca(P). Bl Co(P) < Ng(P), WFE ne N 
A y € No(P) the=ny. 因此 得 到 := 和 


Na =(Nz)¥=Nz2", VWre P. 


换 位 子 y ryz! AF NOP = 1. 由 此 得 到 ye Co(P), 从 而 Ca(P) = Ca(P). 
口 
由 此 得 到 一 个 在 后 面 第 11 章 中 所 需要 的 结果 . 
3.2.9” 设 G= NH 是 G 的 一 个 分 解 , 其 中 , H <G, NIG H (p,|N|)=1. 
那么 对 H 的 任意 p FH PA 


Neo(P) = (N N Nol P))(H N Ne(P)). 
证 明 CK G:= G/N, N= NOH. 3.288 
Nay, (PN = Nu(P)Ni/Ni. 
于 是 由 同 构 定理 ( 见 1.2.6) 
H/N, = HN/N (=G) 


可 证 明 
Ne(P) = Na(P) = Na(P)， 


D M1 页 “上 划 线 记号 ”的 定 ， 
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EE CEI 
NH (P) < Ne(P) < NNu(P), 


从 而 由 Dedekind 恒等式 1.1.11 得 结论 成 立 . 口 
交错 群 45 是 一 个 阶 为 | 
60 = 27-3-5 


阶 的 单 群 (关于 它 的 定义 、 阶 和 单 性 见 4.3 节 ). 另 一 方面 , 运用 Sylow 定理 能 够 证 
明 没 有 阶 < 60 的 非 交 换 单 群 . 

将 用 Sylow 定理 (特别 是 3.2.3[c)) 来 确定 60 阶 非 5 闭 群 的 结构 . 首先 , 有 如 
下 两 个 结论 : 

3.2.10” 设 GG 不 是 3 闭 的 且 |G| = 12. WA a 是 2 AM. 

证 明 iSe Syg, BA 


3.2.3(b) 


n := |Syl,G| == |G : Ne(S)| 


是 3 =4 的 一 个 因子 . 于 是 由 3.2.3(c) 得 到 n = 4. 因为 G 的 不 同 的 Sylow 3 + 


群 (= C3) 的 交 是 平凡 的 , 所 以 G 中 惟有 
4-(3-1)=8 


个 3 阶 元 . 因此 G 中 最 多 有 4 个 2 阶 元 . 于 是 G 包含 唯一 的 Sylow 2 FF. 口 

3.2.11 |G] € {5, 10,15, 20,30}. WA G Æ 5 闭 的 . 

证 明 证 |Syis G| = 1. X} |G| 4 30 可 直接 从 3.2.3(b),(c) 得 到 . 当 |G| = 30 
时 , 从 假设 n := |Syls G| > 1 出 发 导出 矛盾 : 再 次 用 3.2.3(c) 得 n= |Syl G| = 6. 
由 于 不 同 的 5 阶 子 群 的 交 是 平凡 的 , 所 以 G 中 有 6.4= 24 个 5 阶 元 素 . 设 t+ 是 GG 
的 对 合 ( 见 3.2.1) 而 5 € Syl; G, WA Ne(S) = 5 得 上 | = 5. 因此 G 中 无 3 阶 元 
这 和 3.2.1 矛盾 . 口 

3.2.12 设 G 是 一 个 非 5 闭 的 60 阶 群 , 则 

(a) G 是 单 群 . 

b) i M 是 G 的 极 大 子 群 的 集合 . 那么 


M = {Ne(Gp)| Gp € Syl, G, pe {2,3,5}} 


p=2, 
|Na(G,)| = 6, r= d, 
p=9 


3.2 Sylow Æ # 55: 


证 明 ”下 文中 , Gy (p € 7(G)) 总 是 指 G 的 一 个 Sylow p 子 群 . 由 假设 Ic : 
No(Gs)| #1. 因此 3.2.3 A 

(1) |Ne(Gs)| = 10. 

(a) 假设 G 非 单 , 那么 G 包含 一 个 非 平 凡 的 真正 规 子 群 N. 如 果 5e 7(N), 那 
A N BA G 的 一 个 Sylow 5 FH Gs, 而 由 3.2.11 知 Cs 在 NN 中 正规 .于 是 Gs 是 
N 的 特征 子 群 , 从 而 在 G 中 正规 . 这 和 假设 矛盾 . 因此 5 # x(N), 于 是 5€ r(G/N). 
由 3.2.11 得 

1# GN/N AGIN 


H NG; aG. WERTH, 因 5e mw(NGs) 得 NGs =G. FH G 的 每 一 个 非 平凡 的 
真正 规 子 群 N 的 阶 为 12. 但 由 3.2.10 得 到 N 包含 一 个 正规 的 从 而 是 一 个 特征 的 
Sylow 子 群 , 从 而 这 是 G 的 一 个 非 12 阶 的 正规 子 群 . 这 最 后 的 矛盾 说 明 G 是 单 群 . 

(b) 对 pe {2,3} 由 (a) HIG: Nc(G,)| #1. 再 由 3.2.3 和 (1) 得 到 

(2) |Ne(Gs)| = 6 H |Ne(G2)| € {4,12}. 由 (2) Al 3.2.10 得 到 

(3) G 的 每 一 个 12 阶 子 群 是 2 闭 的 . 

下 面 证 明 

(4) |Ne(Ga)| = 12. 

更 准确 地 说 , 要 证 明 如 |Ne(G2)| = 4, 则 推出 矛盾 . 

事实 上 , 由 |Ne(Gs2)| = 4 得 到 |Syl, G| = 15, 且 因 |Go| = 4, 则 Go 是 交换 的 . 
设 Si, S2 E Syl G 使 得 

lins < $4, 


则 
(Si, 52) < Ne@(S1 159) =: L. 


而 由 (a) ML AG. ME 5ex(L), BALA 5 A (M3211), 从 而 L < No(Gs), 
这 和 (1) FA. 于 是 可 得 到 |L| = 12. AH |Syl, L| 2 2, 这 了 矛盾 于 (3). 

因此 对 任何 两 个 不 同 的 S, So € SylsG 有 SOS =1. 由 此 得 到 G 中 有 
3-15=45 42 元素. 而 另 一 方面 , 由 (1) 得 到 G 中 也 有 4.6= 34 个 5 阶 元 . 这 个 
了 矛盾 说 明 (4) 成 立 . 

设 M 是 G BRATE. H (1),(2) 和 (4), M AE G 的 Sylow TH. OR 
5 e n(M), 则 由 3.2.10 得 1 为 5 闭 . At Gs < M&M < NelGs), 于 是 
M = Nea(Gs). 

现在 可 以 假设 5g OM) 且 |M] € {6,12}. 如 果 |M| = 6, WA M 是 3 AB 
对 Ga < M @ M = No(Gs). WH |M| = 12, HAH (3) 得 到 AM 是 2 闭 的 , 对 
G2 <M A M = Nc(G2). 口 
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i G Æ 3.2.12 中 的 群 . 5:= Ne(Ge). BA |G: U| =5, 且 由 3.12 得 存在 一 个 
MG 到 对 称 群 S AMAIA. 因此 G 同 构 于 Ss 内 指数 为 2 的 子 群 4. HA, 是 
RECA 5 的 交错 群 ( 见 4.3 节 ). 那么 也 有 |S; : As| = 2, 所 以 4 和 As 都 是 S; 中 
的 60 阶 正规 子 群 . 特别 地 , BARERA |A: An As) <2, 从 而 由 的 单 性 得 
A= As. 这 证 明了 每 一 个 非 5 闭 的 60 reel As. 


习 题 


FE G 是 一 个 群 , p 是 一 个 素数 , 5S € Syl, (G). 

l. BH Nels) s U aG, WA |G: U| =1(mod p). 

2. 对 |G| 的 任意 素 因子 p A {g € Glg” = 1}| = 0 (mod p). 

3. 设 |G| = 168. A G 中 有 多 少 个 7 阶 元 ? 

4. 每 一 个 15 阶 群 都 是 循环 群 . 

5. 设 pgr 是 不 同 的 素数 . 

(a) DR p> 9 那么 pg 阶 群 包含 一 个 正规 的 Sylow p TR. 

(b) par 阶 的 群 至 少 包含 一 个 非 平凡 的 正规 Sylow THE. 

6. 8 H <G HJG: E| =p". 那么 下 面 的 结论 成 立 ， 

(a) Op(H) < O,(G). 

(b) 如 果 对 所 有 的 = E G\H A HNH” =1, W4 G 是 p 闭 的 . 

7. 每 一 个 阶 小 于 60 的 非 变 换 群 都 是 非 单 的 . 

8. 每 一 个 168 阶 单 群 都 包含 一 个 指数 为 7 的 子 群 . 

9. 设 对 所 有 的 ge G\Na(S) A Sns =1. WA |Syl, G| =1 mod |S]. 

10. w#S41H |G: S|=p+1. B40,(G) 41 BR p+i=q,aeP, BG 中 存在 一 个 
Dp 十 1 阶 的 初等 交换 正规 子 群 . 

11. (Brodkey, [33]) 设 S 是 交换 群 且 O,(G) = 1, 那么 存在 9EG 使 3m5S9 =l., 

12. 假设 G £1 且 对 已 的 每 一 个 极 大 子 群 M 有 |G : MIEE. 那么 局 和 包 舍 一 个 正规 的 极 
大 子 群 或 G = 1 


3.3 “正规 子 群 的 补 


寻找 正规 子 群 的 补 是 群 论 的 基本 问题 之 一 . 一 般 情况 下 , 这 样 的 补 是 不 存在 的 . 
例如 , 因 四 元 数 群 Q 中 只 有 一 个 对 合 ( 见 1.3 节 习 题 8), 所 以 Q 的 中 心 没 有 补 ; 同 
样 , 循环 群 的 真子 群 没有 补 . 

这 就 提出 了 寻求 合适 的 条 件 使 得 补 存在 的 问题 . 例如 , 设 群 G 有 一 个 正规 子 群 
K 满足 G/K 是 一 个 pp #H p TÆER K|. 那么 Sylow 定理 证 明了 G 的 Sylow p 
TRE K 的 补 . 特别 地 , K 的 所 有 补 在 G PIER. 


3.3 正规 子 群 的 补 TIE 


本 节 运 用 Wielandt 的 一 个 方法 在 更 一 般 的 情形 下 证 明 类 似 的 结论 外. 
FE K EG 的 交换 子 群 , S 是 在 G 中 的 所 有 民 表 系 ( 见 1.1.9). 
对 RSes EM 


RiS:= [| (ra) (€ K). 
ira ERES 
Kr= Ka 


注意 
Kr= Kaeors' € K. 

因为 K 是 交换 的 , 所 以 不 考虑 上 面 乘积 中 的 因子 的 顺序 . 

MRS. TESA 

(1) (RIS)™ = SIR. 

(2) (R|S)(S|T) = RIT. 

进一步 假设 天 是 G 的 一 个 正规 子 群 . 那么 Ss 中 的 每 一 个 SHE KEG 
的 左 陪 集 代表 系 , 即 

G= J sk. 


ses 


G 由 左 乘 作用 在 S 上 ( 见 45 页 ) 
(S,24)H 2S, TEG, SES. 


特别 地 , 有 
(3) KRIS = hIG:KI(RIS), kE K. 


zRlzs= [[ z(a) t= 2(R\S)2~ 


Krr = Ksa 
(rable Ax & 


ae 
(4) RIS =1 > zRjzS =1. 
进一步 假设 |K| 和 |G/K| ER. 那么 因 K 是 交换 的 , 映射 


a:K oFK:kr, ke/Kl 


E K WEAR ( 见 39 页 2.2.1). 于 是 (3) 蕴含 了 
(5) 对 于 大 := (RIS), kR|S=1 
( 即 KIe/*! = (RIS)-1), H 


@ Gaschiits 定理 的 证 明 思想 是 G.Glauberman 提供 的 
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(6) RIS =1=kR|S > k=1. 

结论 (1) ~ (6) 是 下 面 的 主要 结果 证 明 的 关键 步骤 : 

3.3.1 Schur-Zassenhaus EHO WK 是 G WWE (\K|,|G: K|)=1 4 
交换 正规 子 群 . BAK EG 中 有 补 且 K 的 所 有 补 在 G PHH. 

证 了 明 ”因为 (1) 和 (2), 所 以 


R~S#RS=1 
是 一 个 5 上 的 一 个 等 价 关系 . HR AAA 五 的 等 价 类 . (4), 
St :=r 18S (zeG) 
定义 了 G 在 S/~ 上 的 一 个 作用 . 如果 R, SeS Hk 如同 在 (5) 中 定义 , 那么 


R* = 5, Ol K 传递 地 作用 在 5S/ ~ E 另 一 方面 , 由 (6) REK 中 的 稳定 子 是 
平凡 的 . 因此 Frattini 论断 证 明了 稳定 子 


Gz = {z € G| cR|R = 1 


EK 在 G 中 的 补 . 反之 , WRX EK EG 中 的 补 , WANNA ce XA 
aX =X Al cX|\X=1. FEM X = RA X = Gg, WA K 传递 地 作用 在 5/ ~ 
上 , 由 3.1.3 得 到 K 的 所 有 补 在 G PHH. 口 
在 第 6 章 将 把 Schur-Zassenhaus 定理 推广 到 K 是 非 交 换 群 的 情形 ( 见 96 页 
6.2). 
现在 考虑 更 一 般 的 情况 . 设 


K<U<GEKAG. 


mE H Æ KEG 中 的 补 , BA ANU Æ K EU PHF (Dedekind 恒等式 ). 
Gaschiitz 定理 研讨 了 相反 的 蕴含 情形 , 当 =U 时 , 这 个 定理 和 Schur-Zassenhaus 
定理 一 致 , 但 与 这 个 结果 不 同 的 是 , Gaschiitz 定理 没有 把 它 推广 到 非 交 换 群 K 上 . 
3.3.2 Gaschütz ZH! $ K ÆG 的 交换 正规 子 群 ,U 是 G 的 满足 
K<U H (K\,|G:U|)=1 
的 子 群 . 
(a) 假设 KK 在 U 中 有 补 , BA KEG 中 有 补 . 
(b) 假设 Ho 和 H, Æ K EG 中 的 两 个 补 , 满足 
antU= HnUt 


全 Hom I82] 和 [19] 的 126 页 . 
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那么 Hy Al H, 在 G PHH. 

证 明 应 该 注意 的 是 : 如 果 LU = K, 那么 下 面 的 证 明和 3.3.1 的 证 明 一 致 . 设 
站 是 下 在 U 中 的 补 , B 

(i) U=KA, KNA=1. 

RLMUEG 中 的 左 陪 集 代表 系 的 集合 , 2S Ec 中 的 一 个 固定 元 素 . 那 
么 对 每 一 个 左 陪 集 LELMLELA | 

(ii) È = spkygay, 其 中 ， s © So, ke CK, age A A alU = £U, 
并 且 因 为 (i) 而 有 4 在 (ii) 中 的 分 解 是 唯一 的 . 特别 地 , 对 每 一 个 £ e 工 都 怡 存在 
一 个 by € SoK 使 £4 = Og A", Bl fg := seks. 因此 ,LC 中 每 一 个 工 都 对 应 


& = {LE LIL C SK} 


中 的 一 个 元 素 Lo := {tolt E L} {Ë LA=LoA. 由 在 fi 中 分 解 的 唯一 性 也 得 到 
(iii) Lo 是 5 中 唯一 使 L.A = Fo4 HICH. 
对 xz eG 和 /中 的 左 陪 集 代表 系 rL, 有 


(zL) A = rzLA= 17L0A = (xLo)oA. 


于 是 由 (证 ) 得 到 
(iv) EJAT = (xLo)o, YL € L. 
现在 定义 
(= NS ES, cr eG. 
由 


(S*)¥ = (y (2! S)o)jo © (ya S))o = (lay) S) = SH, 


(v) 定义 了 G 在 5 上 的 一 个 作用 . 下 面 用 记号 (25), 来 替代 S, 这 样 , 可 以 采用 
以 下 的 比 在 本 节 开 始 介 绍 的 记号 稍微 一 般 一 些 的 记号 ; 


RIS := Il (a); | RSE SS: 


ir sE RES 
Ere Ke 


首先 , 对 这 个 更 一 般 的 设 定 讨论 结论 (1) ~ (6). 
(1) 和 (2) 的 证 明和 前 面相 同 . 对 (3) 的 证 明 , 注意 到 对 -1 EKA SESA 


kS C EDK = SK, 
于 是 由 (这 ) 得 到 kS = (kSj E S RAAT 


* 原 书 此 处 有 误 . 一 一 译 者 注 
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(3} 对 keK 和 5S RES F (kS)o|R = k®™E(S|R). 
为 证 明 (4), 设 zeEG 和 (r,s)e Rx SWE Kr = Ks, 这 里 R, Ses. 用 这 里 
给 出 的 记号 , 应 用 (ii), 则 有 


IT = 8erkgrQzr H zs = SegkpeGee: 


从 而 由 srk = zsK 得 到 


Ser Hoar = Srs hnys 
mae I Ser > S28, 再 因 KnA= 1, A Orr = Oza- 因此 得 到 


(zr)o(lzs)o l = gra; (rsa; “l= gra tz}. 


于 是 
对 所 有 的 zeEG 和 R, SeS, 有 (zRiol(zS)o = 2( RS). 


而 结论 (4) ~ (6) 的 证 明 同 本 节 的 开始 一 样 . 如同 在 Schur-Zassenhaus 定理 中 
的 证 明 ， 
R~S Rs=1 


定义 了 一 个 在 S 上 的 等 价 关系 . 再 由 G 和 K 在 S/ ~ 上 的 作用 , 同 Schur 
Zassenhaus 定理 中 的 证 明 那 样 也 得 到 补 的 存在 性 . 
设 Ho, Hy 所 设 定 如 同 (b) 中 的 . BA 


A:=UNH=UN 人 Fh 


EK EU 中 的 补 , BA A, (i=0,1) 中 的 左 陪 集 代表 系 也 是 U E G PHA 
集 代 表 系 . 2S 是 A 在 Ho 中 的 一 个 固定 的 左 陪 集 代表 系 , S 是 同 前 面 那样 和 So 
相关 的 定义 . 对 每 一 个 sE Sp MWEE k,e K {Ë sk, € Hi (WẸ se Hon H, BA 
ks 二 1). 于 是 

Sı := {sk,|s € Sp} 


是 4 在 中 满足 Si ESoK, 即 SeEs 的 左 陪 集 代 表 系 . 

由 (ii), 对 每 一 个 U 在 G 中 的 包含 于 H; 的 左 陪 集 代 表 系 L; 有 (Li)o = Si. 特 
别 地 , 对 所 有 的 z © Hi 有 (zrSi)o = Si. 因此, FH; 固定 S/ ~ 上 的 包含 于 S: (i = 0,1) 
的 等 价 关 系 类 . 

同 3.3.1 中 的 证 明 那 样 ,G 在 S/ ~ 上 的 传递 作用 草 含 了 Ho M H, €G 
HH. 口 


3.3 正规 子 群 的 补 “ 61. 


习 题 


Fit G 是 一 个 群 ,$(G) 是 G 的 所 有 极 大 子 群 的 交 册 . 

L 设 N 是 G 的 交换 极 小 正规 子 群 . 那么 N 在 G PHPAARS N g AG). 

2 设 N 是 G 的 满足 NN AG) = 1 的 交换 正规 子 群 . 那么 W 在 G PAH 

3 HN, No 是 G 的 正规 子 群 . 如 果 Ni 在 G 中 有 补 Li (i = 1,2) 使 得 Na < Li, 那么 
NiNa 在 G 中 也 有 补 . 

4. 设 pPEffG), 于 是 G 的 初等 交换 正规 p 子 群 满足 


K = (K 4(S)|S € Syl, G}. 


那么 K = [K,G]Cr(G). 


@ (CG) 称 为 G i Frattini TE; 见 5.2.3. 
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BO 是 一 个 集合 . 忠实 地 作用 在 O 上 的 群 G RA n 上 的 置换 群 (permutation 
group). 每 一 个 置换 群 都 同 构 于 sn 的 一 个 子 群 ,sn 的 每 一 个 子 群 都 是 人 上 的 一 
个 置换 群 . 

置换 群 的 概 含 不 仅 有 它 自身 的 意义 , 并 且 也 可 一 般 地 用 来 研讨 和 描述 群 


4.1 传递 群 和 Frobenius # 

PRG 是 作用 在 集合 n 上 的 群 . 假设 G 也 作用 在 另 一 个 集合 w E 如 果 存 

在 双 射 p: 24 0! AE 
对 任意 的 Beni ze G 都 有 (87)? = (8°), 
则 称 这 两 个 作用 是 等 价 的 (equivalent)， 从 现在 起 , 总 假设 G 传递 地 作用 在 m 上 . 设 
a EN 中 一 个 固定 元 素 . > 
Uii=Gy, M = {Ugg eC}. 

那么 G 通过 右 乘 作用 在 O 上 ( 见 45 页 3.1.1(c)). 同 3.1.5 的 证 明 中 一 样 ,对 geG. 


有 
Ug = {z € Gla” = a9}. 


因此 映射 
p:n — w, HA, at Ug 
是 满足 
((a9)*)? = (a) = Ugz 
的 双 射 . 
于 是 有 


4.1.1 设 G 传递 地 作用 在 NR E acen 那么 这 个 作用 等 价 于 G HARE 
Ga 的 右 陪 集 集合 上 的 作用 . 口 
在 此 意义 下 , G 的 每 一 个 传递 作用 都 可 以 理解 为 G 在 它 某 一 个 子 群 的 右 陪 集 
上 的 作用 吕 . 因此 , 每 一 个 关于 G 传递 作用 在 n 上 的 结论 都 可 以 转 挽 为 有 关 G 的 


© 反之 ,每 一 个 这 样 的 作用 都 是 传递 的 
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内 部 结构 的 结论 . 

如 果 对 每 一 个 元 素 (a, 8) ED xm 都 恰 存 在 一 个 ge G 使 as = p, BAR G 
在 2 上 的 作用 是 正则 的 (regular). 如 果 N 是 G 的 正则 作用 在 O 上 的 正规 子 群 , W 
A N 称 作 G 的 正则 正规 子 群 (regular normal subgroup). 

4.1.2 “下面 的 命题 是 等 价 的 : 

(i) G 正则 地 作用 在 2 上 . 

(ii) G 传递 地 作用 在 n E, BHA en A G =l. 

证 明 ”由 定义 即 得 (i) = (ii). 

(ii) > (i). Ra, GEN Ha, yeG Ëa =a =8, 即 zy"! € Ga. M 3.1.3, 
Ga 5 G, HM, TH c= y. 口 

4.1.3” 设 G 是 在 上 的 交换 传递 置换 群 . 那么 G 正则 地 作用 在 Q E. 

证 明 “ 因 G 是 交换 的 , 所 以 对 所 有 的 geG 和 aenN 有 有 (Ga)? = Ga A 
此 CG. Hx ae = mn 中 的 每 一 个 元 素 . 由 此 得 到 Ga = 1, 再 由 4.1.2 得 出 G WE 
则 性 . 口 

41.4 设 eenN 是 G 的 正则 正规 子 群 . 对 pen, Rag BN 中 唯一 的 
使 ra = 8 HICK. 那么 对 所 有 的 Ben 和 9ecGn 有 


(za)? = Zps. 

特别 地 ,Gu 在 Oa} 上 的 作用 等 价 于 Ga 在 N# EERIE. 

证 明 p= lay = (as)9 =pg = girn 口 

现在 介绍 一 类 在 以 后 的 章节 中 起 到 重要 作用 的 置换 群 , 它们 的 内 部 结构 是 众 所 
周知 的 . 

设 G 是 Q 上 的 置换 群 且 |m| > 1. MRC 满足 

。 G 传递 地 作用 在 N E. 

s 对 任意 的 a Cl AG, #1. 

se 对 所 有 的 a, BEN, a#8 A GanGs=l, 
则 称 G Æ N 上 的 Frobenius 群 . 设 G 是 NQ 上 的 Frobenius #, a e Q H 

H = Ga. 
由 G 在 2 上 的 传递 作用 得 到 
{Hslg € G} = {Gal 8 € O}, 
H F:=G\ U 本 是 G 的 在 9 上 没有 任意 固定 点 的 元 素 的 集合 . 设 
gE 


K := FU{lg}-. 


‘Bd 第 4 章 置 换 群 
= a aaa u u 
那么 

F G#=K#U (HI)#D 
JEG 


是 G# 的 一 个 划分 四 ， 
4.1.5 |Q|=|K|=|G: H| =1 (mod |H|). 
证 明 SSF HAA TT 


|K| = |G|- |G: A|(|A| — 1) = |G : H| = |f. 


由 假设 得 到 对 所 有 的 8e mm\{a} A HOG, =1. 因此, HZ N\{a} 上 所 有 的 轨道 
长 均 为 | 互 | ( 见 3.1.5). 于 是 可 得 |0| = 1 (mod |H|). 口 

子 群 H RA G 的 一 个 Frobenius 朴 (complement). 显然 所 有 和 H 共 辆 的 子 
群 也 是 G 的 Frobenius 补 . 集合 K 是 相应 的 G 的 Frobenius #%(kernel). 

关于 Frobenius 群 的 基本 结论 是 下 面 的 Frobenius 定理 .对 这 个 定理 , 除了 特 
殊 情形 外 , 不 给 出 证 明 . 

4.1.6 Frobenius 定理 Frobenius 群 的 Frobenius 核 是 一 个 正规 子 群 

由 这 个 定理 得 知 Frobenius 群 G 是 它 的 Frobenius 补 万 和 Frobenius #% K M 
FAR. 特别 地 , K 传递 地 作用 在 m 上 , 所 以 K 是 G 的 正则 正规 子 群 . 

因 K 在 G 的 元 素 的 共 配 作用 下 是 不 变 的 , 所 以 要 证 明 4.1.6 只 要 证 明 K 是 一 
个 子 群 即 可 . 用 特征 标 理论 可 证 得 此 结果 是， 到 现在 为 止 , 对 此 结果 还 没有 纯 群 论 
的 证 明 . 但 在 |H| = 0 (mod 2) 情形 下 , 对 对 合用 初等 计算 可 得 到 这 个 结论 , 在 66 
页 将 给 出 证 明 . 

下 面 给 出 在 本 节 开始 所 评注 的 意义 下 , Frobenius 群 的 内 部 结构 描述 : 

4.1.7 设 避 是 一 个 群 , HG 的 一 个 非 平凡 真子 群生 0 = {Hglge G}. Æ 
么 下 面 的 论述 是 等 价 的 : 

(i) G 是 一 个 在 上 的 Frobenius #, H # Frobenius 补 . 

(ii) 对 所 有 的 ge GH 有 HNH’ =1. 

WERA (i) > (ii). 对 ge GH 与 a:= HEN, 元素:=a9 en 不同 于 a 有 
Gg = H® ( 见 3.1.3), 由 此 得 到 HO He =1. 

(ii) = (i). G 由 右 乘 传递 地 作用 在 上. R as Hg, 5 = Hoo 是 的 两 个 不 
同 的 元 素 . 那么 9 := gg; EG\H 且 


GaN Ga =H" NH” = (HNH) =}. 口 


QD K*® := F. 
@ 这 个 划分 是 G Frobenius #4 (patition). 
D 例如 , 见 文献 [46], 更 近 一 点 的 ， 见 文献 [9]. 
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用 4.1.7 得 到 Frobenius 群 的 第 2 个 定义 . 群 G 的 一 个 非 平凡 真子 群 称 为 G 
的 Frobenius 补 (complement), 如 果 对 任意 的 geG\H 有 


AnH? =1. 
E G 有 一 个 这 样 的 Frobenius 补 H, MPR G 为 (关于 H 的 )Frobenius 群 . 同 前 所 


K := G E me) U {1} 


gec 

称 为 G 的 (RF H H)Frobenius (kernel). H 4.1.7, # G 是 在 集合 := {Hyglg € 
G} 上 的 Frobenius 群 . 

第 二 定义 看 起 来 似乎 比 用 置换 群 给 出 的 定义 更 一 般 些 . 而 将 在 148 页 8.3.7( 运 
用 4.1.6) 中 看 到 , 在 Frobenius # (在 第 二 定义 的 意义 下 ) 中 所 有 的 Frobenius 补 共 
HE. 

首先 是 两 个 评注 , 它们 的 证 明 不 需要 4.1.6. 

4.1.8 t G#UL HW Frobenius 补 入 为 Frobenius 核 的 Frobenius 群 . 

(a) 设 U 是 使 UZK AGTE, Bee Gt HAU 41. 那么 或 者 U < H" 
或 者 U 是 以 W* OU 为 Frobenius 补 , UN K 为 Frobenius 核 的 Frobenius 群 . 

(b) 设 Ay 是 G 的 男 一 个 满足 || < |A| 的 Frobenius 补 . ABA Ho 和 五 的 某 
AFR. 

证 明 AA H Æ G 的 一 个 Frobenivs 补 , 所 以 有 


|) 49| =|G: A\(|A|-1)+1=|G|-|G: HI] +1. 
geG 
于 是 得 
(’)|U Hs|> et 
gEG 2 


(a) 可 假设 H =H" HUNOH4U. MucU\(HOU) AHA A 
(HNU)N(HNU < ANA =1. 


因此 HOU ÆU 的 Frobenius 补 . 

Ww ge GHI nU 41. WRU < H’, WA HAH! 41. 于 是 = Hs, 这 和 
UnH 4U FA. Ak 1# env #U, Ait H9 MU EE U 的 Frobenius 4h. 把 
(应 用 到 U RAP Frobenius 补 HOU AAV NU 上 得 到 必 存 在 ui e U 使 得 


(HNDN(HNU £1. 
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由 此 得 到 HOH 41. 于 是 H™ =H A (AIO) = AN. 这 样 证 明了 
LJ (anu) = (a? nv). 
uel gEG 
因此 K nU 是 三 的 (关于 互 mC 的 )Frobenius &. 
(b) 假设 对 所 有 的 zeEG 有 Hog H*. 那么 (a) ATEU := Ho 时 有 
m:= |H# NK|Z1. 


因为 Ho 是 G 的 Frobenius 补 且 K ESR FEREH, 得 
IG: H| == K| >| (at n K)” 


zeG 


另 一 方面 , 由 假设 |Ho| < |H], 便 有 


+1=mJ|G: Ho| +1. 


IG: 五 o| = (|G: Al, 


得 到 矛盾 . 口 
Frobenius 群 例 
es 2n 阶 的 二 面体 群 Dm, n 是 大 于 1 的 奇数 , 其 中 , Frobenius 补 是 其 2 阶 子 群 . 
eH K EARR WARF K 由 右 滋 作用 在 加 群 K 上 . 相应 的 半 直 积 
K* x K(+) 是 以 Frobenius 补 为 K* 的 Frobenius #. 
IEA |H| =0 (mod 2) 时 的 4.1.6(Bender) 的 证 明 . 
设 上 是 H 中 的 一 个 对 合 , ge GH. 那么 或 者 
a := it? = |t, g] 
E K 中 , 或 者 存在 reG 使 1 六 ce 五 ". 在 后 一 种 情形 , 因 at = a = ao, 有 
ae HAH” nH". 


于 是 得 到 H* = H* = H Ht, t e H” 故 H” =H, RM te HAY gH F 
je. 因此 证 明了 

(+) tt? e K, Æ g © G\H. 

设 {q1,… ,gm} 是 五 在 G 中 的 陪 集 代表 系 , n := |G: H|. 因为 


tt = tt <> t% = 1% eo 189 =t e gigy EH, 
所 以 n, ,tts" 两 两 不 同 . 于 是 因为 |K| =n 得 


K = {tt®,--» , #9}. 
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在 t SEE, 得 到 
K = {tmt,... tt}. 
同上 面 所 提 到 的 那样 , 只 要 证 明 K 是 一 个 子 群 就 可 以 了 , 即 证 明 KK CK. 对 
每 一 个 t9:t 存在 g, 使 tt = tt. 因此 


(1%) (449) = HEPES 一 区 ts) = 1% 499 = (tt9i97")9 E KeK o 


42 本 原作 用 


同 前 , G 是 一 个 作用 在 集合 O 上 的 群 . 设 ABO 的 一 个 非 空子 集 , 如 果 对 每 
一 个 geG 有 
AAs ASNA=B™, 
WE 4 为 非 本 原 集 (set of imprimitivity). BR 49 也 是 一 个 非 本 原 集 . 
Maen, G.<H<c,# 
A =a. 
对 所 有 的 ge G\H, 
AY = a" 
Al A 的 交 为 空 集 , 即 4 是 一 个 非 本 原 集 . 
假设 G 传递 地 作用 在 0 上 . 设 men 且 4 是 一 个 包含 o 的 非 本 原 集 . 那么 
A=a", 
其 中 ， 
H := Ga := {x € G|A® = A}. 
于 是 包含 a 的 非 本 原 集 对 应 于 G 的 包含 Ga HTH. 
设 4 是 一 个 非 本 原 集 上 且 E := {4g EG}. 由 G 在 上 的 传递 作用 得 到 
N= [J a. 
Aser 
因此 , G 在 上 的 作用 可 以 理解 为 G 在 号 上 的 传道 作用 和 Ga 在 A 上 的 传递 作 
用 的 合成 . 
G 在 上 的 作用 称 为 非 本 原 的 (imprimitive), 如 果 存 在 非 本 原 集 4 使 


1# |A| 4 n8; 


@ 49 = {a%|a€ A}. 
DEF 1# |L| # n 
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否则, 这 个 作用 称 为 是 本 原 的 (primitive). 

在 本 节 中 讨论 本 原 情形 , 后 面 的 4.4 节 将 讨论 非 本 原 情 形 ， 从 上 面 的 讨论 中 得 
到 

4.2.1 WG 传递 地 作用 在 0 E, 那么 G HO 上 的 作用 是 本 原 的 当 且 仅 当 
Ga (a E Q) EG 的 极 大 子 群 . 

42.2 ” 设 O 是 上 的 本 原 置换 群 ,1 关 NN 己 G. 那么 NN 传递 作用 在 上 .如 
果 进 一 步 假 设 N 在 EER, BAN 是 G 的 极 小 正规 子 群 . 

证 明 acn. 由 4.2.1,G。 是 GG 的 极 大 子 群 . 如果 N < Go, WA N 平凡 
地 作用 在 mm =acs 上 ( 见 46 页 3.1.3), 这 和 N #1 FA. 于 是 有 Ga < GN =G, 
从 而 得 到 人 = ac =a". 

假设 N 正则 作用 在 m 上 . 那么 G 的 每 一 个 满足 1 关 M < N 的 正规 子 群 M 
也 在 只 上 正则 . 由 此 得 到 


IN| = |e | = |N] = |R| = |e | = |M], 


于 是 N=M. 口 
WTneNAn< lO), E 


a = {(a4,--- ,an) E Qla # aj, iF J}. 


BG 7 Q EE n 重 传 递 的 (n-fold transitive), 如 果 对 任何 两 个 元 素 (a, 
anh (B Bn) ERM, 都 存在 geC 使 


af? = Bj, = 1 


即 由 
(al En) = (af, = Onr ); gEG 


定义 的 GeO” 上 通过 分 量 的 作用 是 传递 的 . 显然 , 对 所 有 的 1 < m < n,n Wf 
RAST m 重 传递 . BAGO 上 是 nm- 1 重 传递 的 , MWA GEN En RKB 
当 且 保 当 对 (an: n-i) E in- 稳定 子 


E Mair aana} 上 传递 
42.3 Koc. 假设 G 传递 地 作用 在 上 . 那么 G 在 0 上 是 2 重 传递 的 
当 且 仅 当 对 ge G\G. 有 
G=G,UGagGa. 
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证 明 ”由 4.1.1, 2 可 等 同 于 陪 集 Cg, g EG 的 集合 . Gao 在 Ua 上 的 传递 
性 蕴含 了 对 Gag £ Ga 
GagGa = G\Ga. O 


从 4.2.3 A 4.2.1 可 以 得 到 

4.2.4 ”每 一 个 2 重 传递 置换 群 都 是 本 原 的 . o 

对 称 群 9, 和 交错 群 A, 分 别 是 n 重 传 递 群 和 n 一 2 重 传道 群 的 例子 . 这 些 群 
将 在 下 一 节 介绍 . 值得 注意 的 是 除了 这 两 类 群 以 外 不 存在 6 重 或 6 重 以 上 的 传递 
HoD, 

这 里 仅 需 注意 

42.5 EGEN 上 的 n 重 传递 置换 群 ,其 中 ,|n| 23. 假设 G 包含 了 一 个 正 
则 正规 子 群 N, BAn< 4. 更 确切 地 有 

(a) 4n=2 时 , N 是 一 个 初等 交换 p 群 . 

(b) 当 =3 时 , N 是 一 个 初等 交换 2 群 或 NCy3 AG Ss. 

(c) 4n=4N,N2C,xC, HG] S4. 

WA nS2AHacN. WA Ga E Ma} En—-1 HHH, FRG, 也 在 
N* 上 nm-1 重 传递 ( 见 4.1.4). 这 证 明了 对 所 有 的 r, yo NË 存在 g & Ga 使 得 
za =y. 因此 , N* 的 每 一 个 元 素 的 阶 相同 , 这 个 阶 是 某 个 素数 p ( 见 1.4.3). 此 时 由 
Cauchy 定理 得 到 N 是 一 个 五 群 , 于 是 因为 Z(N) 关 1( 见 得 页 3.1.11) 而 有 NN 是 
一 个 初等 变换 群 . 

Wn>3, 则 有 3< |N|= |n|. 如 果 |N| = 3, WA G = Sy. BH IN| 24,8 
Wr, za, za 是 N# 的 3 个 不 相同 的 元 素 . 因为 Ga 在 N# 上 2 重 传递 , 所 以 存在 
gEGa 使 


rf =a, H xf = rs: 


wE p3, MA zl £r): BO ra := TI ,有 到 = 212, 得 到 矛盾 . 于 是 N 是 
ee ae 
设 m > 4 那么 Im 24, 同上 得 到 N 是 阶 至 少 为 4 的 初等 交换 IA. 
= (x1) x a EN 的 一 个 4 阶 子 群 . BHU AN. 选取 r3 = rit, r4 € N\U. 
因为 Ga Æ N# 上 3 重 传递 , 所 以 存在 geG 使 1 = ar, rs = r H ri = ra 
和 


xg = (xy ay)" = fg = mae c U 


TA. 这 就 证 明了 |Q = 4, FE n= 4. m 


D 这 个 结论 从 单 群 分 类 定理 得 到 
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43 对 称 F 
n 次 对 称 群 Sn(symmetric group Sn of degree n) 是 由 集合 
(1 = {1,---,} 


上 的 所 有 的 置换 组 成 的 群 . 

于 是 sn 的 阶 是 n, 且 由 定义 知 Snn 重 传 递 地 作用 在 2 ES, 中 的 一 个 置换 
z 叫做 长 度 为 大 的 轮换 (cycle of length )( 或 上 轮换 [kcycle)), 如 果 n 中 存在 上 个 
不 同 的 元 素 ai,…: ,ax 使 


at= wya i=l kl a 


H 
后 =f, vB € Q {arn » Op }. 
这 时 把 z 记 作 (ary deg +++ cg). 于 是 对 ge Sa 有 


(+) g (aa ok)g = (ar ak) = (at OR). 


称 轮换 z = (3: ---B,) 与 z AHA (disjoint), 如 果 
{By BN {a ag} = 2. 


此 时 zz! = z'z. 显然 每 一 个 置换 都 可 以 唯一 地 写成 两 两 不 相交 , 从 而 可 交换 的 
轮换 乘积 的 形式 

(++) © = (G11; Qik (Q21, Oak) e (Cet, Oaka). 

这 些 轮换 (an, ,aak,) 对 应 于 (z 作用 在 O 上 的 轨道 , 从 而 是 n 的 一 个 分 
划 . 根据 它们 的 长 度 kb > ko > .… > ks 重新 排序 之 后 , 有 序 组 (k, k) 称 为 
x 的 型 (type). 长 度 为 1 的 轮换 就 是 z 在 Q 上 的 不 动 点 , 在 表示 (**) 中 常常 被 
HRR. 

4.3.1 Sn SER IRN SAMS ENAA. 

WERA 根据 (+), k HRRHIEE k Hh. AIC RHA. 反之 , 设 
x 同 (++) 中 所 设 定 且 


a! = (aine ,Ok (aa , Qk) e (a1 Tii, )- 


那么 xz 和 zx' 的 型 相同 . 设 a e Sn 满足 a: ag ajj 则 由 (+) 得 到 za = 2’. 口 
Sn 的 2 轮换 称 为 对 换 (transposition). X k > 2 每 一 个 上 轮换 (al ak) 都 
是 (kk 一 1) 个 对 换 的 乘积 


(a1,--- ak) = (a,02)(a,a3)--- (aiak). 
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于 是 (**) 表明 5 的 每 一 个 置换 都 可 以 写 为 对 换 t: 的 乘积 了 
z= tita ta. 


r 的 关于 这 种 对 换 扎 的 表示 式 不 是 唯一 的 , 但 是 , 对 一 个 给 定 的 元 素 乘 因子 个 数 的 
奇偶 性 是 不 变 的 加. 于 是 可 定义 映射 


sgn : x ++ (—1)* 


且 它 是 从 S, 到 2 MEF {1, -1} (= C) MAA. 这 个 同 态 的 核 是 ” 次 交错 群 
An(alternating group A, of degree n); 它 由 所 有 的 偶 (even) 置换 组 成 (94。 中 的 
BRR A (odd) BR). 对 n > 2, A, 是 Sn 的 指数 为 2 的 正规 子 群 . 一 个 大 轮换 
是 偶 置 换 当 且 仅 当 k 是 奇数 . 

4.3.2 A, 在 上 是 n 一 2 重 传 递 的 (全 三 3). 

证 明 ”0Qm”) 中 的 有 序 组 T := (3,4,… ,n) 可 以 被 S, 中 的 置换 x 映射 到 
e-d) 中 任何 另 一 个 有 序 组 Th. FÆ tz, t= (12)， 也 把 T 映射 到 T, 而 且 有 
rE An 或 者 tr € Ap. 口 

4.3.3 A, 2S, 的 换 位 子 群 . 

证 明 iK ES, 的 换 位 子 群 . 因为 对 n=1 有 Sn = A =1= 于 ,所 以 可 
以 假设 n22. 于 是 因 5% /4s = Co ( 见 1.5.2) 得 KA. 

设 t 是 S, 的 一 个 对 换 , 则 因为 Su/ 天 为 交换 而 有 (OK 2S, 的 正规 子 群 . 由 
4.3.1, Sn ARIES, AAA S, 的 每 一 个 元 素 都 是 对 换 的 乘积 . 因此 s, = 
WK, 从 而 K = An. 口 

注意 到 当 半 三 2 时 ,4 =1, 5 n= 3 时; A, = ((123)) = Cy, 且 对 后 者 ， 


1 & As < 53 


是 S 的 一 个 主 列 (也 是 一 个 合成 列 ), 其 主因 子 为 循环 @ ， 
设 n=4. 54 中 的 2 阶 元 素 或 者 是 对 换 或 者 是 (2,2) 型 的 . 在 第 2 种 情形 下 的 
元 素 是 
tı = (12)(34), ta = (13)(24), ta = (14)(23). 
集合 
N i= {1, ti, ta, ta} 
D1 记 为 空 集 积 . 当然 , 对 n22, 也 有 1 = 如, 这 里 二 是 一 个 对 换 . 


D 这 个 性 质 常常 在 线性 代数 初学 者 的 课 上 学 习 行 列 式 时 加 以 证 明 . 
© Ss 的 群 表 在 第 3 M. 
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是 A 的 同 构 于 Cx Ci TH, BON 是 54 的 正则 正规 子 群 . 设 4 = (123). 那么 
Aq È (d 5 N 的 (内 ) FRR 


因此 


是 Sy 的 主因 子 为 交换 的 主 列 , H 
l<(ti)<¢N S Ay < Ss 


是 Si 的 合成 因子 为 循环 的 合成 列 . 
后 面 将 用 到 下 面 的 对 54 的 结论 : 
4.3.4 8G 是非 3 闭 的 24 阶 群 . 那么 有 G5 MH G/Z(G) = A. 
证 明 G HILFE 
i= Syl, G 


E. 因为 G 非 3 FA, 由 Sylow 定理 得 N| = 4 于 是 存在 同 态 5 : G 一 54 HA 


Ker p = { ) Ne(S) =:N. 
Sem 
G/N 是 Sy 的 一 个 子 群 且 |N| 是 24/4 = 6 HAF. 如 果 IN| € {3,6}, WA N 是 
3 闭 的 , 从 而 G 是 3 闭 的 , 得 到 矛盾 . 当 N = 1 时 得 G = 54, 4 |N| = 时 得 
N = Z(G) H G/N & Ag. 口 

Sn 的 固定 n e N 的 子 群 是 作用 在 {1,:…,n 一 1} 上 的 对 称 群 58. 1. 在 此 意义 
F, 把 Sn- 和 Ani 都 看 成 S, HTH. H.S, 是 S 和 上 面 所 提 到 的 正则 正规 
TH N 的 半 直 积 . 

43.5 ”定理 ” 当 m 三 5 时 A, 是 单 群 . 

证 明 en =5, W |4s| = 60, HA As 中 5 轮换 的 个 数 大 于 4 而 有 As 非 5 
闭 . 因此 , 由 54 页 3.2.12 得 A, 是 单 群 . 

Hn>6, N 是 A, 的 正规 子 群 且 1 关 N 关 4. 对 nn 用 归纳 法 , 可 假设 Ani 
(nen Æ An 中 的 稳定 子 ) BBR, HA A, 在 只 上 是 4 重 传递 且 本 原 的 ( 见 4.3.2 
和 4.2.4). 于 是 由 4.2.1 和 4.2.2 得 4A,_1 BA, 的 极 大 子 群 而 N 是 A, 的 传递 正规 
TH. 再 由 A, 的 4 重 传 递 性 和 4.2.5 得 n=4. AA n eTA. 口 


T 在 此 情形 下 GS Ag x co MG = SL9(3), 2 8.6.10 小 节 ; 
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4.4” 非 本 原 群 和 圈 积 


WH G 传递 而 非 本 原 地 作用 在 集合 O 上 .那么 存在 非 本 原 集 Acn EA 
1# {Al # |9|, 从 而 
E := {A%|g eG} 


是 了 的 分 划 . 固定 ae A, 令 U := Ga H := Ga, 其 中 ,Ga 是 4 的 稳定 子 , 那么 
Ue A < G. 


H GESSEN HEA 上 的 作用 来 描述 GEN 上 的 作用 . 由 41.1,G 在 只 上 的 
作用 等 价 于 G HARE U(E G 中 ) 的 右 陪 集 上 的 作用 . 因此 , 假设 


N= {Ug|g E G}, 
则 
A" = {Uhg € Nhe H}. 


RSHHEG 中 的 代表 系 . 对 每 一 个 zeG Msc S, 存在 元 素 f.(s) cH 
和 se3 使 
sr 三 万 (8)sn， 
这 些 元 素 f(s) 由 zx 和 s 唯一 确定 . 因此 , 对 Uhse A* 有 
(1) (Uhs)z = Uhf,(8)8z. 
对 zyeQ 和 se5S, 有 


fryls)sry = a(zy) = fx(s)s2y a fala) fy(s2)($2)y- 


由 此 得 到 

(2) fey(s) = fals) fy(sx) 
和 

(3) (S2)y = Szy- 
因此 


Sts-, SES, TEG 


定义 了 GHES 上 的 作用 , 且 此 作用 等 价 于 G 在 YS 上 的 作用 . 
设 


Ë := xH 
5 
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是 |5| 个 H 的 直 积 . A 中 的 元 素 看 成 是 从 9 到 中 的 函数 
AH ={f|f:S— H}, 


其 中 , fe H 是 第 s 个 元 素 为 f(s) e H 的 5 有 序 组 (9S_tuple). 乘法 是 由 分 量 方式 
定义 的 , 即 对 f, ge HA (fg)(s) = f(s)g(s)， 由 前 面 定义 的 元 素 fals)  H 得 到 
A 中 的 元 素 
fei at fels). 
MeeGMfedH, 定义 
(4) f? € A RA f*(s) := f(s,-1), s€ 8. 
因为 


(F*)* (a) = FP (ay-1) u F(@y-12-1) — f (Eizy) = J™ (a), 


(4) 定义 了 G ER A 上 的 作用 . 这 个 作用 按照 G 在 8 上 的 作用 置换 s 有 序 组 中 
的 元 素 : f(s) 是 S 有 序 组 f7 的 第 s 个 元 素 . 

Gx AH 是 这 个 作用 的 半 直 积 .对 (2, f) ¢ Gx HM Uns EN (heH, ses), 
4 

(5) (Uha) =P := UAf(sz)sz, 
则 

(x, f)(y,9) = (zy, f¥9), {zx,f), (vy,g) EGK Ê 
且 
((Uhs)*))9) = (Uhf(se)sz)% È Uhf(s,)9(Say) Sey 
© Uh f*(sey)9(Sey)82y = (Uha) Er 19), 


于 是 (5) ERT Gx A EO 上 的 作用 . 记 这 个 作用 为 w, 而 把 @G 在 Q 上 的 作 
用 记 为 p. 
4.4.1 ”上 映射 
n:G—=Gx H, HAH, r (z, fa”) 
是 一 个 单 同 态 且 p= np’. 
证 明 显然 7 是 单 映 射 . 对 xz,yeG 有 


xy” = (a, fa My, fy”) = (wy, fa?” fy") = (zy, (fefy? )™) 


‘ZO (xy, fay?) = (xy)". 


44 非 本 原 群 和 圈 积 "75. 


因此 7 是 一 个 单 同 态 . 
下 证 第 2 个 结论 . Hee G MUhseN (heH, ses), WA 


(Uhs)”” =Uhsx 2 Uhfe(s)s2 È Uhfe (82) Sz 
w (Uha) ®t") = (Uha). E 


群 G x 是 现在 要 定义 的 圈 积 的 一 个 特殊 情况 . 
首先 引入 一 个 四 元 组 (H,G, A,7), 其 中 , H AGER, A 是 G 的 子 群 , r 是 从 
A J| Aut H HAS. 并 用 记号 


H* := h”, heH, acA. 


设 5 是 4 在 G 中 的 代表 系 . AL, 定义 |S| EAR 


Dai 


Hi= xH = {ffs H} 
及 对 每 一 个 (2,8) € G x S, (fe, 52) 是 Ax S 中 一 个 满足 
ar = fs(s)ss 

的 元 素 . 

同上 , 用 A 代替 H, (2) 和 (3) 都 成 立 . 特别 地 , sos, EMT CHS 上 的 作 
用 , 此 作用 等 价 于 G 在 陪 集 Ag(g e G) 上 的 作用 . 对 (2, f) eG x A, B ft ec A im 
下 面 的 (6) 所 定义 ; 

(6) fF(s) = f (sz: jf (asa), BE S, 


其 中 ， fr(8z-1) 关于 T 作用 在 H Je: 
因为 


(fF )¥(8) = F eya Few) = (Faji ) td haley oa) 
O Hepi j en E, 
(6) EXT G ER A 上 的 作用 . 设 
Ks:=G« Ë 


EAT IS MER RAE BARK s 中 的 指数 表明 这 个 定义 可 能 依赖 于 代表 系 5 的 选择 . 
但 可 以 证 明 

44.2 设 3 和 35 是 4 在 G 中 的 两 个 代表 系 , 则 Ks ~ Kz. 

证 明 ”对 每 一 个 se S, FE (bE Ax SH 
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(7) F= bes. 
对 (zx,8) € Gx S, Rf DECHxS HB 


jr = fo (HE. 
因为 
Br = best = befu(s)8x Ch f(t 

得 到 

(*) fx(3) = bs fx(s)b,.". 

显而易见 , 由 

(8) E) = f(s) 
定义 的 映射 

ð:xH—>xH 
3 5 

是 一 个 同 构 . 设 


vp: Ks— Ks 使 得 (a, f) 一 (x, f’). 

那么 少 是 一 个 同 构 当 且 仅 当 

(+) (f7)? = (f?)*, Vf EH, c EG, 
并 且 有 

(F/B) È Fra)" È fest) ee 
以 及 
PFO = PE È faga hih, 

于 是 由 (*) 得 到 (+), 从 而 Kg = Ez. 口 

结论 4.4.2 证 明了 从 四 元 组 (万 ,G, 4,7) 构造 的 半 直 积 K := G x A (在 同 构 意 
LF) 不 依赖 于 代表 系 的 选择 . 群 玉 称 为 GG 和 五 (关于 4sG 和 7:4 一 AutHH 的 
HEF (twisted wreath product). WE AT = 1, WA, K MÆ G M H 的 圈 积 (wreath 
product). 

习 题 
在 下 面 的 前 3 AEF, G 是 在 集合 只 上 的 传递 置换 和 群 . 


L 设 W 是 G 的 正规 子 群 , 了 是 N OO 上 的 轨道 的 集合 . 那么 G 传递 地 作用 在 DL. 
2. (Witt, [101]) 8 G ÆN E n Bis, CH, |E = mm 再 设 忆 是 N Ge 的 Sylow p 


FH. MA Ne(P) 在 Cal(P) En 重 传 递 


中 @ 在 史上 的 作用 诱导 出 G 在 的 所 有 子 集 的 集合 上 的 一 个 作用 . 


4.4 非 本 原 群 和 圈 积 E 


3. RGHO 上 本 原 且 包含 一 个 对 换 , 则 G = So. 
下 面 的 3 个 题 中 , G 是 一 个 Frobenius 补 为 H, Frobenius 核 为 K 的 Frobenius 群 . 
. 如 果 H 为 偶 阶 群 , 那么 Z(H) # 1. 
Bk H EG 中 的 每 一 个 陪 集 至 少 包 含 K 中 的 一 个 元 素 , 那么 K 是 @ 的 子 群 
. 如 果 H ÈG 的 极 大 子 群 , 则 K 是 一 个 初等 交换 p HY, 
. 设 p 为 素数 , G:= Sp H P € Syl,(G). 试 确定 NalP). 
. B r= (1n) E Sn, MCs, (x) = Rx X, 其 中 , R= (r), X Z Sm-n (So := 1). 
. 设 H, K < Sa, H = ((123)(456)(78)), K = ((38))， 分 别 定 出 H, K 和 (H, K) 在 
{1,--» ,8} 上 的 轨道 . 
10. 写 出 47 的 类 方程 . 
下 面 的 3 个 题 中 , G = Sn na, T E GANRE. 
11, (a) |T| = ZEP Bat de T, Cold) S Or x Sa-a. 
(b) o(ab) € {1,2,3}, 对 所 有 a, bET. 
12. 设 D 是 G 的 一 个 满足 


olab) € {1,2,3}, 对 所 有 a, be D 


HM Sst. 那么 D =T, MH n= 6 H D = ((12)(34)(56))°, MA n= 4H D= 
((12)(34))°. 
13. Bec An G 使 得 Te =T, WA a EG 的 内 自 同 构 . 
14. 设 群 G 的 对 合 di ,dm (m > 3) 满足 下 列 条 件 : 
(i) G=(di,-+- dm}, 
a 2, |t—j| 22, 
(ii) o(didy) = i H-an, 
(iii) (di,--- dm) S Sm-i42, 2 Ei 
MAR D := dF A M := (dn, ,dm) 有 
(a) ld” | = m, 且 导 ( 由 共 辐 )2 重 传道 作用 在 dM 上 . 
(b) 对 所 有 a, bed HagbHaEM. 
(c) D =d¥ U (DNM). 
(d) acd” Hbe D, W 


5 区 q h a h 


M, a=b, 
Mab=¢ Ma’, bE DMM, 
Ma, beédf*\{a}. 
(e) |G: M| =m+1 且 di 如 同 对 换 那 样 作用 在 {Mglg € G} E. 


15. HB GAMA di,… dn- (n> 2) 满足 下 面 的 条 件 : 
(i) @ = (di, ,dn-1) H 


DELA PER K 2G 的 正规 子 群 ( 见 4.1.6). 


se. 4% # 换 R 


ene I I o UAU 


zg 2, |ë as äl = 2, 
(ii) o(dids) = | pe 
则 存在 同 构 p:G 一 Sn 使 df BS, 的 对 换 . 
16. 在 Se 中 存在 两 个 和 Ss WRB. 
17. Aut Sn =Inn Sn 或 n=6 H |Aut 5,/Inn Saj = 2. 
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如 3.2 节 的 引言 中 所 提 到 的 那样 , Sylow 定理 引起 对 有 限 群 的 p 子 群 的 注意 . 
本 章 将 给 出 p 群 (及 更 一 般 的 罕 零 群 ) 的 一 些 基本 事实 , 这 些 将 在 后 面 的 章节 中 
用 到 . 

5.2 节 将 研究 包含 一 个 循环 极 大 子 群 的 p 群 . 


5.1 Æ Ẹ # 


群 GRABS (nilpotent) 群 , 如 果 G 的 每 一 个 子 群 都 在 G 中 次 正规 中 . 显然 ， 
此 性 质 等 价 于 对 G 的 每 一 个 真子 群 了 AU < Ne(U). 

下 面 的 结论 是 12 页 1.2.8 和 Cauchy 定理 的 直接 结果 : 

5.1.1 HPRNTRARARRLESH. 窜 零 群 的 极 大 子 群 是 素数 指数 的 
正规 子 群 . 口 

5.1.2 ” 设 G 是 一 个 群 , 2 是 Z(G) ATH. 那么 G 是 贿 零 群 当 且 仅 当 G/Z 
LS H. 

证 明 ”必要 性 成 立 可 由 5.1.1 ERAS. 反之 , 设 G/2 BRSH,U<c. W 
4.UZ/Z29G/Z, FÆ UZ <4 <G (W 12 Ñ 1.2.8). H Z < Z(G) MA U aUZ. A 


IE U < aG 得 G BHF. 口 
48 页 的 结果 3.1.10 给 出 了 最 重要 的 容 零 群 类 . 
5.1.3 pHs. 口 


已 用 O,(G) 表示 群 G 的 极 大 正规 子 p 群 ( 见 51 页 3.2.2), 且 如 果 O,(G) Æ G 
的 Sylow p FEF, 那么 G 是 p 闭 的 . 

5.1.4 定理 ”下面 的 结论 是 等 价 的 : 

(i) G ER FPH. 

(ii) 对 每 一 个 pe x(G), G Æ p FIN. 


ii) G= x _ O,(G). 
(ii) G= x Or(G) 


证 明 (i) > (ii). BHU := No(G,), 其 中 ,pe x(G), Gp € Syp G. MA, 因为 
Gp Æ U 的 一 个 Sylow p FH, H Frattini 论断 得 到 


Ne(U) = UNy,w)(Gp) =U. 


D 这 个 定义 只 适用 于 有 限 群 , 见 5.1.7 的 脚注 . 
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再 由 竺 零 性 的 定义 得 U =G, 于 是 Gy AG. 
(ii) = (iii). 由 24 页 的 1.6.5 得 到 . 
(iii) = (i). 由 49 页 的 3.1.11 得 , 对 pe w(G) 有 Z(O,(G)) 41. 因此 也 有 


Z(G)= x _ 42(0,(G)) #1 
per(G) 


( 见 23 页 1.6.2(a)). & G := G/Z(G), 则 由 1.6.2(c) 得 


G= x O,G)= x O00). 
per(G) pen(G) 

对 |G| 用 归纳 法 得 到 CG ERE. 于 是 G AHSAN (05.1.2). g 

由 1.6.2(a) 和 第 49 页 的 3.1.11 得 到 

5.1.5 8 G ZESH,14N 4G, 那么 Z(G)NN £L 口 

kt Al T AF. 

5.1.6 下面 的 结论 等 价 : 

(i) G ZRF. 

(ii) 对 G 的 每 一 个 真正 规 子 群 N 有 Z(G/N) £1. 

(iii) 对 G 的 每 一 个 非 平 凡 正规 子 群 N 有 [N,G] <N. 

证 明 (i) > (ii). 因为 罕 零 群 的 商 群 是 帘 零 群 , 由 5.1.5 得 出 结论 成 立 . 

(ii) > (iii). # G # 1, G := G/z(G), W Z(G) # 1. G 的 每 一 个 商 群 也 满 
E (ii). 于 是 , 可 对 |G| 用 归纳 法 且 可 假设 N = 1 28 [N,G <N. 对 第 1 种 情形 
得 到 N < Z(G), 从 而 [N,G] = 1 < N. 而 在 第 2 种 情形 时 , 由 19 页 1.5.1 得 到 
ING| < N. 

(üi) = (i). RGAZLAM ÆG 的 极 小 正规 子 群 . 因为 LM,G] 也 是 G 的 正规 
子 群 ( 见 20 页 1.5.5), 得 到 [M,C] = 1, 从 而 


M < Z(G). 


XH G:=G/M HM <NaG. 先 假设 [N.G] =N. WAN =[N,G]M ( 见 
19 页 1.5.1), 于 是 有 
[N, G] = [[N, G], G]. 


因此 由 (iii) 得 [N,G] = 1. 但 此 时 得 N = M, RA N HARTE. 
至 此 , 证 明了 G EWE (iii), 于是, 对 |G| 用 归纳 法 , 可 假设 G BRS. ix 
样 , 由 5.1.2 得 G ARSE. a 
下 面 是 突 零 群 的 一 个 有 用 的 性 质 : 
5.1.7 WG ERTH, N 是 G 的 极 大 交换 正规 子 群 . 那么 Ce(NW) = NN. 


5.1 ¥ Ẹ 群 -81- 


证 明 ”因为 Ce(N) 2 N, 假设 C := Co(N) > N. WA C/N 是 G/N 的 一 个 
非 平凡 的 正规 子 群 . 由 5.1.1 和 5.1.5 得 到 


Z(G/INNCIN #1. 


HN<U<GPHU/N 是 Z(G/N)NCIN 的 循环 子 群 . 那么 U 是 一 个 正规 子 群 且 
U 是 交换 的 ( 见 13 页 1.3.1). 这 和 NN 的 极 大 性 矛盾 . 因此 Co(N) = N， 口 
根据 5.1.6 的 (ii) 和 (iii), 每 一 个 其 零 群 都 有 一 个 子 群 列 


l= p£ aSa ia a n oe g en S eG, 


其 中 , Z,4G A Zi/Zi-i < Z(G/Z-1), i=1,-+- ,®. 

反之 , 由 5.1.2 知道 每 一 个 具有 这 样 的 中 心 列 (central series) RER FH. 

G 的 这 样 一 个 最 短 的 中 心 列 的 长 度 ec RA G WN ( FEZ (nilpotent))F(class), 记 
作 dG). 例如 , 如 果 G 1 是 交换 的 , 那么 c(G) = 1; WR G/Z(G) 是 交换 的 , 那么 
e(G) < 2. 

在 本 节 的 结尾 , 证 明 两 个 将 在 后 面 用 到 的 关于 (类 为 2 的 )p 群 的 结果 . 

5.18 RAN BH PHC 的 满足 


[A,B] < ANB, |[A,Bl| <p 


的 子 群 , 则 
|A : Ca(B)| = |B: Cp(A)|. 
证 明 由 20 页 的 1.5.5 得 到 N := [A, B] € (4, B) 中 正规 . 因此 ,A/N 和 B/N 

在 (A, BYN 中 互相 中 心 化 , 并 且 因为 |N| < pE N < Z((A, B) 49 页 3.1.11). 
由 此 得 

Cp(A) = Cg(AN) <B. 
设 

|B/Cp(A)| =p", 

H by,--+,b, EB 满足 

B = Cp(A)(bi, +++ ,bn). 
A AESEPE RAE ND, 上 (i =1,--- ,n). 设 4 是 这 个 作用 的 核 . 于 是 


Th 
Ca(B) =) A. 
=! 
i D 用 5.1. (ii) $2) “PEEL” Fl:2, := Z(G), 29/2) := 2(G/21),°-+3 HH 5.1.6 (iii) 得 到 由 ”上 
EP" FG < (G,G] < [G,G] $ [G,G,G] <-- 
E 如 果 一 个 无 限 群 具有 这 样 一 个 中 心 列 ， 则 定义 该 无 限 群 是 至 办 的 
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从 |Nbi| = |N| < p 得 到 |A/A;| < p, FÆR 24 页 1.6.4 一 起 得 到 
|A/Ca(B)| < p” =|B/Cp(A)|. 
ER A 和 B, 用 同样 的 论证 也 有 
|B/CB(A)| < |A/Ca(B)|. 


因此 等 式 成 立 . o 
5.1.9 设 PP 是 一 个 p 群 ,4 是 PP 的 极 大 交换 子 群 . 假设 |P'| =p. 那么 有 


|P : Al = |A/Z(P)| 和 |P/Z(P)| = |A/2(P)E. 


特别 地 , P 的 所 有 极 大 交换 子 群 的 阶 相同 . 
证 明 ”由 4 的 极 大 性 得 到 


Ca(P) = Z(P), Cp(A) =A 


HH |P'|=p #@ PF < Z(P). 因此 P < A. 于 是 应 用 5.1.8 + B= 五 ,得 到 


|A/Z2(P)| = |P/Al 
且 有 |P/Z(P)| = |P/A\|A/Z(P)| = |A/2Z(P)|?. 口 
J E 
1. 二 面体 群 Do, ARSSARS n 是 2 OR. 


PRP pt. 

2.231, M: 是 P 的 两 个 不 同 的 极 大 子 群 , 则 P= MiM: A P/M N Mz = Cp x Cp. 
3. 如 果 P 包 会 两 个 不 同 的 交换 极 大 子 群 , 那么 P/Z(P) 是 交换 的 . 

4. € U,- Ur 是 P 的 真子 群 且 使 记 = 昌 UU,. 那么 rp 十 1. 

5. 设 4 是 P 的 极 大 交换 正规 子 群 . 如 果 A: Ca(z)| <p, Yre P, MA P <A. 

6. HP: Cp(x)| < p°, We e P, W P' 是 交换 的 . 


5.2 规 零 正规 子 群 
设 G EF, N 是 G 的 项 零 正 规 子 群 . 那么 由 5.1.4(iii) 得 到 


Aes: & Gh CN. 
pex(N) P(N) 


因为 O,(N) 在 N 中 特征 , 所 以 它 在 G 中 正规 . 因此 
O(N) < O,(G). 


52 等 零 正规 子 群 “83 ， 


G PTA EMS HORE G 的 特征 子 群 ; 称 为 G 的 Fitting 子 群 , 记 作 F(G)®. 
由 前 得 知 , F(G) 包含 在 子 群 O,(G) (p € x(G)) HRP. 另 一 方面 , 从 5.1.3 得 
每 一 个 正规 子 群 0,(G) MESH, 于 是 每 一 个 O,(G) BEE FG) 中 . 因此 有 
5.2.1 (a) F(G) Æ G 的 最 大 的 罕 零 正规 子 群 . 
(b) F(G) = Ne O,(G). 0 
下 面 的 Fitting 子 群 的 重要 性 质 可 与 95 页 的 6.1.4 和 6.5 节 对 照 . 
5.2.2 #C:=Ce(F(G)), W 


O,(C/CNF(G))=1, VpeP. 


证 明 i PHEO,(C/CNF(G) EC 中 的 道 像 . 那么 已 在 G 中 正规 ( 见 14 
页 1.3.2) HA Co F(G) < Z(C) 得 P BRSH (05.1.2). 因此 PE F(G)nc, j 
而 O,(C/Cn F(G)) = 1. 

G 的 所 有 极 大 子 群 的 交 是 G 的 特征 子 群 ; WA G 的 Frattini #, ae 
6(G)®. mR G = 1 WA G 没有 极 大 子 群 ，5(G) =1. Frattini 子 群 最 重要 的 
性 质 是 

5.2.3 设 五 是 G 的 满足 G = HE(G) 的 子 群 . WAG =H. 

证 明 ”如果 GAH, 那么 G 中 存在 包含 A 和 (G) 的 极 大 子 群 , 这 矛盾 于 


G = H&G). o 
5.2.4 W N 是 GG 的 正规 子 群 , BA O(G)N/N < 8(G/N). 
证 明 ”因为 G/N 的 极 大 子 群 恰好 就 是 G 的 包含 N 的 极 大 子 群 . D 


应 用 Frattini 论断 得 到 

5.2.5 (a) 6(G) AES. 

(b) 如 果 G/B(G) ERPI, 那么 G ERER. 

WEAR (a) 由 5.1.4(ii), 只 需 证 明 B(G) 的 每 一 个 Sylow p 子 群 P Œ 5(G) 中 
正规 即 可 . 由 Frattini 论断 3.2.7 知 G = Ne(P)9(G), 于 是 由 5.2.3 得 G= No(P). 

(b) 用 类 似 于 (a) 的 论证 , 证 明 G 的 每 一 个 Sylow p FH PH G PEA. 由 
52 页 的 3.2.5, PEB(G)/ P(C) ERE G/ EIG) 的 Sylow p T. TEE C/G) 
中 正规 (RL 5.1.4(ii)). 因此 N := P A(G) 在 G 中 正规 . 而 由 P e syl, G, 有 


3.2.7 


G == Ne(P)N = Ne(P)PS(G) = Ng P) (G), 


得 G = Ng(P). 
本 节 最 后 的 一 些 结论 都 是 关于 p 群 的 Frattini 子 群 的 . 首先 是 一 个 由 2.1.2 
接 得 出 的 结果 : 


D 见 文献 [d]. 
全 见 文献 [45]. 
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5.2.6 “ 设 五 是 一 个 初等 交换 群 , 那么 OP) = 1. 

5.2.7 BP 是 一 个 赤 群 

(a) P/O(P) 是 初等 交换 群 . 

(b) WÈ |P/S(P)| = p", 那么 存在 r1, ,zn € PE P = (z1, , 2p). 

证 明 (a) 罕 零 群 的 每 一 个 极 大 子 群 都 是 指数 为 p 的 正规 子 群 . 因此 由 24 页 
的 1.6.4 得 到 (a). 

(b) 由 (a) 和 2.1.8(a) 得 P/O(P)(|P/P(P)| = p”) 由 n 个 元 素 z1$(P),….， 
Tn 名 (P), zi € P ÆR. 因此 由 5.2.3 得 到 P = (11, tn) O(P) = (zi ,zn)， 口 

5.2.8 MP 是 一 个 p 群 , 则 AP) 是 PP 的 使 其 商 群 为 初等 交换 群 的 最 小 的 
正规 子 群 . 

WEA H NaP, 使 P/N 是 初等 变换 群 . 由 5.2.4 得 O(P)NIN < yok 
于 是 由 5.2.6 得 到 (P) <N. 再 由 5.2.7(a) 即 得 结论 成 立 . 

如 果 忆 是 一 个 非 交 换 的 jp 群 , 且 满 足 


P' = (P) = Z(P) = A(Z(P)), 


则 称 P 为 特殊 (special) 群 。 进一步 , 如 果 Z(P) 是 循环 的 , 那么 P 称 为 超 特殊 
#+(extraspecial). 
从 5.1.9 得 到 
5.2.9 WP 是 超 特殊 群 , 4 是 阶 为 p 的 极 大 交换 子 群 . 那么 |P| = p2"-1. 口 
应 该 指出 的 是 , 一 个 超 特殊 群 是 阶 为 p? 的 非 交 换 群 的 中 心 积 了 了 . 


习 E 


FR 已 是 一 个 群 . 

1. FUG) #(G)) = F(G)/9(G). 

2. MR F(G) 2—t pH, BA F(G/F(G)) 是 一 个 pp R. 
3. BERG BRS, 则 下 述 辣 题 等 价 : 

(i) G 是 循环 的 , 

(ii) G/G" 是 循环 的 . 

(iii) G 的 每 一 个 Sylow p FHA. 

d. C 是 军 零 群 当 且 仅 当 局 的 每 一 个 极 大 子 群 是 正规 子 群 . 
5. G 是 罕 零 群 当 且 仅 当 对 GC 的 每 一 个 非 循环 子 群 U 有 


(ry#AU Ware U. 
6. NAG => O(N) < BG). 


D 见 93 HJE a. 


5.3 AAPA RATHY p 群 .85 ， 


7. #per(G) 使 0O5(G) = 1, 而 和 是 是 的 一 个 正规 子 群 且 使 G/N 是 P 群 那么 
&(G) = (N). 
8 设 N 是 G 的 使 G/N ARSHEATER. 那么 G PHERSTEH U Œ G= NU. 
9. 设 P 忆 是 p 群 . WE p= 2 MA 
(P) = (rr|z € P). 


对 p #2 情形 , 给 出 一 个 反例 . 


5.3 具有 循环 极 大 子 群 的 p 群 


AY, 确定 所 有 包含 循环 极 大 子 群 的 p 群 . 

H P Ep, HEP MRATH. 3.1.10, H Æ P HERE P/H Œ Cp Ë 
先 考虑 P 是 交换 群 的 情形 ; 

5.3.1 B PETHE, HE 己 的 循环 极 大 子 群 . 那么 或 者 P 是 循环 的 ,或 
# P=H xC, P, C=C,. 

证 明 ”假设 PP 非 循环 . H 是 P 中 的 极 大 阶 的 循环 子 群 . 因此 由 34 页 的 2.1.1 
#3) P =H xC, HP, C = Cp. o 

下 面 分 两 种 情形 来 研讨 P 为 非 交 换 情形 : 

e H E P PAF A. 

eH 在 PP 中 没有 补 . 

在 第 1 种 情形 , P E HM 4 的 半 直 积 且 知道 A= Cp 如 果 进 一 步 假 设 五 也 
循环 , 那么 P HRMS AEH LAA RE. 于 是 有 

5.3.2 设 P 是 一 个 非 交换 p H = (h) 是 PP 的 循环 极 大 子 群 是 |H| = p". 
假设 五 在 PP 中 有 补 A= (a). 那么 下 面 情形 之 一 成 立 : 

(a) p#2 E h° = htr" (选择 适当 的 ae A). 

(b) p=2 H h° =h. 

(c) p=2, n> 3 H he = hH, 

(d) p=2, n> 3 H he = ht, 

上 面 所 述 的 4 种 情形 刻画 了 P 的 4 种 不 同 的 同 构 类 . 

证 明 (a) ~ (d) 可 从 41 页 2.2.6 得 到 . 下 面 只 要 证 明 它 们 是 不 同 构 的 4 个 类 
型 . 实际 上 只 要 考虑 (bj,(ej,(d)3 种 情形 . 在 这 些 情况 中 , 对 合 


zis ha 
在 2(P) 中 , BA iE NA 


ka d no 情形 (c)， 
{h ) z | hizi, 情形 (d). 


. 86 . 第 5 章 pRARTH 


由 此 得 到 
(z) 情形 (b)， 
2(P) = 4 (z}， 情形 (c) 
(h?), 情形 (d). 
因此 , 只 要 考察 情形 (b) 和 (c) RET. 在 情形 (b) 时 P\H 中 的 每 一 个 元 素 都 
是 对 合 , 而 在 情形 (c) 时 , ha e P\H 是 4 阶 元 . o 


在 情形 (b) 时 , P 是 一 个 二 面体 群 ( 见 27 页 1.6.9). 而 在 情形 (c) 时 , P 称 为 半 
二 面体 群 (semidihedral group). 

现在 回 到 非 半 直 积 情形 并 且 介 绍 要 在 这 里 出 现 的 四 元 数 群 . 

W3<neNn, 

H = (hi) ¥ Cm, A= (ay) 2 Cy. 
那么 4 通过 
Ay? = hy* 
作用 在 H 上. 特别 地 , (a?) 平凡 地 作用 在 H 上 . 设 P 是 关于 这 个 作用 的 半 直 积 
AH. 那么 
(ai (hi ) (= Ca x C2) 
是 Z(P) 的 子 群 . 设 
N := (ah ). 
群 P/N( 和 每 一 个 同 构 于 P/N 的 群 ) 称 为 2"* 阶 四 元 数 群 (quaternion group), 记 为 
QonD, 设 
a=aN, h=hN. 
那么 
Qos iia (a, A) 
A 
o(h) =2"-1, ofa)=4, At =h-, h7 =g., 

这 些 关 系 决 定 了 Qm 的 乘法 表 , 即 所 有 同 阶 的 四 元 数 群 同 构 . 

按 下 面 的 方法 8 阶 四 元 数 群 可 看 成 复数 域 C 上 所 有 可 逆 的 2 x 2 矩阵 组 成 的 
F GL(2,C) 的 子 群 : 设 


O Bi deR 


D n>a 时, Qon HAA N (generalized) N TREE. 


53 具有 循环 极 大 子 群 的 p 群 | .87 


那么 h? =a? = a w ) 于 是 GL(2,C) 中 的 子 群 (h, a) 是 四 元 数 群 . 
四 元 数 群 Q := Qr 的 基本 性 质 如 下 : 
e(h) EQ 中 指数 为 2 的 正规 子 群 . 
。 HA rE Qh A e Sh”, 
e Z(Q) = (h°), 
. 2(Q) 是 Q 中 唯一 的 2 阶 子 群 . 
* Q@ 的 子 群 不 是 四 元 数 群 就 是 循环 群 . 
* 如果 O 的 阶 为 8, 那么 它 的 每 一 个 子 群 都 是 正规 的 . 
下 面 证 明 
5.3.3 AutQs S S4. 
证 明 :=AutQs 作用 在 Os 的 极 大 子 群 的 集合 0 EH [QO] = 3. 因此 存在 
BES 
p:A— S3. 


设 z,y 是 Qs PER yg (z) 的 4 阶 元 . 那么 
N= {(x), (y), (zy)} 
且 


m . >al 2 2 
=r 7 y= 9 T =y. 


这 些 关 系 表 明 A 包含 一 个 与 + Al y 可 交换 的 元 素 . 于 是 Imy 包含 53 的 所 有 对 换 ， 
即 


Imy = S3, 
有 
N := Inn Qs = Qs/2Z(Qs) = Cz x Co 

H N €Kery. 首先 证 明 

(") N = Ker y. 

H a EKerw, AA zy =r! 可 以 假设 ct = z. 如 果 yr =y 那么 a = 1, 如 果 
yr* 二 y-! 那么 a 是 由 z 诱导 的 内 自 同 构 . 这 证 得 (小 

于 是 A/N = Sz, 从 而 有 |A| = 24. Imy 的 3 阶 子 群 在 OO 上 是 传递 的 , 从 而 在 
N# 上 也 传递 . 由 此 得 到 2(4) = 1, 4 不 是 3 闭 的 . 因此 由 72 页 4.3.4 得 到 结论 口 

为 了 证 明 在 非 半 直 积 情形 只 有 四 元 数 群 , 需要 以 下 引 理 : 


. BR ， Sim pHARSH 


5.3.4 Wa, y ze pH PETRE 
[x,y] € Q(2(P)). 


(a) WR p #2, W (xy)? = 2Py?. 
(b) 如 果 = 2, M (zy)? = x? y* [x,y] A (zy) = vty*. 
证 明 设 z:= [e] WA oY = zz 且 zy = zzi, i> 1. 由 假设 得 到 z?=1 
于 是 
(x?)Y = (a¥)P = oP 2? = oP. 
假设 = 2. 那么 


(zy)? = zyry = zy*z[z,y] = Tz 


H (zy) = zy sr yz = rtyt. 


Eit p #2, 那么 
(zy) =(xy~*)(cyy*)(ay?y~*) e (ay? ty?) 
= mz Tr ly P 
=(xPy-?)(z eee gr), 
因为 
zaPľ... gml 2 eet =, 
所 以 (a) 成 立 . 口 
有 下 面 的 推论 : 


5.3.5 Pdi p HH p42. 假设 P/Z(P) 是 交换 群 中 . 那么 有 
NP) = {re Pin? =1) 


证 明 r, ype PoP = yr =1， 因 为 P/Z(P) 是 交换 群 ,所 以 元 素 
z := jr, y] 包含 在 Z(P) 中 . 因此 


1 = (x7) = (a)? = PP = 27, 


FRA z = rz 得 z e O(2Z(P)). 这 样 由 5.3.4(a) 即 得 到 结论 . 口 
设 PP 是 一 个 有 循环 极 大 于 群 日 的 p 群 且 FH 在 P 中 没有 补 . 那么 1 关 z? Ee 
H, Wx E P\H, 从 而 O(H) 是 已 中 唯一 的 p 阶 子 群 . 


TT 就 是 说 c(P) < 2. 
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5.3.6 i 已 是 有 一 个 循环 极 大 子 群 H 的 非 交 换 p 群 . 假设 
(*) 142? eH, Yre P\H, 

则 P 是 一 个 四 元 数 群 . 特别 地 , p = 2. 
证 明 H= (h), ofh) =p" H z:= h™, m 


(Z(P)) = (z). 
W re P\H 使 ofz) 为 极 小 . AA P 非 循环 , A (x?) < (hP). Hho eH fF 
xP = hg”. 


5 p #2 时 可 如 下 推出 矛盾 : 用 r hA r, 则 从 41 页 2.2.6(a) 
得 到 


ho” nips hott” 


FRA [hi ,2] € Q(Z(P)). 而 由 5.3.4 可 得 (hoe)? = hp? 2? = 1, XM Age e€ P\H 
FJA. 

设 p =2. 根据 2.2.6 讨论 下 面 的 情形 : 

(b= 

(c)n > 3, A7 = hz, W [hd 

(d) n 23, K = ha, Ell [h, 2] =<. 

在 情形 (d) 时 , 将 导出 矛盾 . 在 这 种 情况 下 对 h AE y 有 


[y, £] € (z). 
Xİ y:= Ap’, 由 5.3.4(b) 得 到 
(hg wt)” =h rr = 2, 


于 是 o(hs zx) = 4. 由 ofz) 的 极 小 性 选择 得 ofz) = 4, 从 而 x? = z， 由 此 得 到 
hot 二 1. -HHA (h)? = h222 = h?, Cyle) = (h?). 如果 ho € Cyle), 那么 
o(hg'x) = 2, 这 和 Agia € P\H FJA. 因此 ho € H\(h?) H 


H = (ho) = C4, 


FEF n 2 3. 
而 在 情形 (b) 和 (c) 时 , 有 


r? ra (x?}* = (he)? = het pa z?, 
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于 是 也 有 o(x) = 4, E 


r=. 
由 情形 (c) 得 到 
(ha)? = hehe = hz 'hrr’ = z* = 1, 
这 和 he e PAH FA. 
因此 只 能 有 情形 (b) 这 时 由 2? = 2 证 得 P 是 2"+1 阶 的 四 元 数 群 . 口 


5.3.7 ”定理 ” 设 P 是 一 个 包含 唯一 的 p 阶 子 群 的 p 群 . 那么 或 者 P 是 循环 
的 ,或 者 p=2 且 P 是 四 元 数 群 . 

证 明 由 36 页 2.1.7, TERR P 是 非 交 换 群 , 并 且 因 为 P 的 每 一 个 满足 1 关 
USP 的 子 群 U 也 包含 唯一 的 p 阶 子 群 , 所 以 可 对 |P| 用 归纳 法 且 可 假设 或 者 U 
是 循环 的 , 或 者 p = 2 AU 是 四 元 数 群 . BH 是 PP 的 极 大 交换 正规 子 群 . 那么 H 
是 循环 的 且 

Cp(H) =H 


(95.1.7). But, 可 把 4 := P/H 看 成 AutH 的 某 个 子 群 ( 见 48 页 3.1.9). 8 
QI/H(H < Q < P) 是 4 中 的 p 阶 子 群 . 那么 @ 是 非 交换 群 , HAH AAP PR 
有 的 p 阶 子 群 得 

1 #7” € H, Yz e Q\H. 


于 是 p=2 且 Q 是 四 元 数 群 ( 见 5.3.6). 特别 地 , 对 所 有 ae Q\H 有 
ja =h}. 


因此 2 群 A 仅 包 售 一 个 2 阶 子 群 . 由 2.2.6(c) 得 he £h, Ya cAutH. 由 此 得 
到 |A| = 2, Q=P. 口 

作为 5.3.7 的 推论 有 

5.3.8 ”假设 P 是 所 有 交换 子 群 均 循 环 的 p 群 . 那么 P 是 循环 群 或 者 是 四 元 
数 群 . 
证 明 设 UgP 使 |U|=p. 因为 Z(P)U 是 交换 的 , 所 以 由 假设 得 到 2(P)U 
是 循环 的 , 从 而 U 是 2(P)U 的 唯一 的 p 阶 子 群 ,于 是 因 Z(P) 41 得 到 U < 2(P). 
因此 U 也 是 P 中 唯一 的 p 阶 子 群 , 结论 由 5.3.7 FER. 口 

下 面 , 将 描述 p? 阶 的 非 交 换 p RO. 

假设 P 包含 一 个 p? 阶 的 元 素 h, 那么 := (h) 是 P 的 循环 极 大 子 群 . 这 种 
情形 在 5.3.2 和 5.3.6 中 进行 了 研究 : 

如 果 p 4 2, 那么 存在 ae P\H W ofa) =p H h = ht. 


加 这 些 群 以 及 其 他 的 小 阶 群 首次 为 Halder 所 确定 


5.3 ”具有 循环 极 太子 群 的 bp 群 "Ql. 


WR p= 2, 那么 已 是 一 个 二 面体 群 或 8 阶 四 元 数 群 . 

假设 已 没有 p 阶 元 素 ; 即 

(‘) 2? =1, Vee P. 

那么 P 不 同 构 于 刚刚 讨论 过 的 任 一 个 群 . Aa p = 2, 则 P 是 交换 的 
(8 页 习题 8), 所 以 也 有 

(") p #2. 

现在 证 明 P h (') 和 (个 ( 在 同 构 意义 下 ) 唯一 确定 . 

RAE P PH p WTR, ce PH. 那么 P= (ayH 是 同 构 于 如 下 群 的 半 直 
积 ( 见 5.3.1): 

(1) H = C, x Cp, M (a) = Cp. 

由 49 页 3.1.11, FE 1# ze HER 2 =z. 因为 P 是 非 交 换 群 , 故 对 于 
he A\(z) A he Ah 且 因 为 Pi(z) 是 交换 的 , 而 有 [h,a] € (z) (95.3.1). 用 z 的 一 
ESN AREBK z 后 , 看 到 

(2) H = (x 22 = 2, fh = zh 
给 出 了 a 在 互 上 的 作用 . 因此 (1) 和 (2) 决定 了 P 的 同 构 类 型 . 

应 该 指出 的 是 , 8 阶 二 面体 群 也 是 一 个 满足 (1) 和 (2) 的 半 直 积 {a}H. 

以 两 个 在 第 12 章 中 所 需要 的 结果 来 结束 本 节 . 

5.3.9 设 P 是 一 个 p 群 , 它 的 所 有 交换 正规 子 群 都 循环 的 : 那么 P 是 循环 
群 , 或 者 p = 2 且 P 是 一 个 四 元 数 群 或 阶 大 于 8 的 二 面体 群 , 或 者 P 是 一 个 半 二 
面体 群 . 

WEAR 同 5.3.7 的 证 明 , 设 互 是 PP 的 一 个 极 大 交换 正规 子 群 . 那么 Cp(H)= 日 
且 由 假设 得 H 循环 . 可 以 假设 WAP. 那么 

(1) H #Q(H) =0(2(P)) NA 
A P/H 是 交换 群 . 因此 , 每 一 个 包含 H 的 子 群 都 是 P 的 正规 子 群 . BX BAH 
极 大 子 群 . 证 明 

() Rae P\H @ a’ € H, DW ct = rt, Yr e X; 特别 地 ,p= 2. 

假设 (') 不成立 . 那么 有 

(2) € p = 2 W |H| > 23 
且 Ale) 不 是 四 元 数 群 . 于 是 可 选 a 使 ola) =p. 因为 a 在 H LRP AWG 
同 构 , 41 页 的 结果 2.2.6 或 5.3.1 证 明了 


[H a] = HH) Al [X,a] = 1. 
itt he H\X H olha) =p. 那么 有 


| Baad P; pF 2, 
o(h) = ofa amt f a AE 
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这 分 别 和 (1), (2) 了 矛盾. 因此 Q(H(a)) 包含 在 非 循 环 交换 群 X(a) 中 . 因此 
Cp x Cp = 2(.A(a)) char H(a) 3P, 


这 和 假设 矛盾 . 于 是 (') 得 证 . 
在 2.2.6(b) 中 , BX Aut H 加 以 描述 . 从 2.2.6(b) 和 (') 得 到 |P/H| = 2. 于 是 
由 5.3.2 得 到 论断 ; ERB PS Ds, P 中 存在 非 循环 的 变换 正规 子 群 . 口 
5.3.10 W P 是 一 个 2 群 ,t 是 满足 


Cp(t) = Cy x Cy 


的 P 的 对 合 . 那么 P 是 二 面体 群 或 半 二 面体 群 中 . 

证 明 设 瑟 是 PP 的 极 大 交换 正规 子 群 . 由 5.1.7 得 

(1) IP/H| < |Aut H|. 

由 5.3.9 可 假设 H 非 循 环 . 那么 H 包 会 同 构 于 Ca x Ca ( 见 2.1.7) 的 子 群 . 

首先 假设 te H BAH < Celt) FEA = Ca x Co, 从 而 由 (1) 得 到 
IP/H|<2. 当 P=HH 时 得 P= Da 而 当 |P|=8 时 有 P = D,®. 

现在 假设 tg H. 那么 

(2) Cy = Cy(t) =: Z. 

因为 H 是 交换 的 , 所 以 集合 


K := {lz,tllz € H} 
是 H 的 子 群 . 对 zyE 互 有 


[x,t] = [y, t] > 2Z = yZ. 


因此 
IH. K| =2. 
X 
[zt = (a *tet)* = tate = [r,t], 
于 是 有 


(3) kt = k71; Vke K: 

特别 地 , K 的 对 合 包 会 在 Cy(t) 中 . 因此 , 由 (2) 得 2 是 kK 中 唯一 的 2 阶 子 
群 , 从 而 K 循环 ( 见 2.1.7). 因为 A EAR, 所 以 存在 对 合 ye H\K. 又 由 于 [yt] 
也 是 对 合 , 于 是 


D 反之 , 二 面体 群 和 半 二 面体 群 都 有 此 性 质 . 
@ 因为 , 否则 有 P= Qa, 但 Qa RAAT, 


53 具有 循环 极 大 子 群 的 群 . 93. 


yt = yz, 其 中 , (2) := Z. 


当 H| =4 WY, 由 (1) 得 P= (y,t) = Ds. 
当 H| > 4 时 , 有 |K| > 4, AMAZE ke K 使 olk) = 本: 由 此 得 到 k? = z, 于 


是 
kt È kol = kz, 
由 此 得 到 
(yk)* = Yk = yzkz = yk, 
o(yk) = 4, 这 和 (2) 了 矛盾. 口 


习 题 


1. HAA p° Pt p BP 确定 其 OP). 
2. 设 A,B 是 两 个 p 阶 的 非 交换 群 ， 2(A) = (a), Z(B) = (b) UR P := (Ax B)/ (ab). 
那么 P 是 一 个 超 特殊 p 群 . 
3. 设 已 是 一 个 p 阶 的 超 特 殊 p 群 , 则 
Inn P = {a €Aut P|(z2(P))* = 22(P), Yz € F}. 
4, 每 一 个 超 特殊 p 群 是 p 阶 的 超 特殊 群 的 中 心 积 . 
5. 2 PBB, (PP) 是 2(P'/2LP')) 在 P Pee. 那么 P 循环 当 且 仅 当 ZP) 


循环 . 
6. 在 Fs 上 所 有 的 可 道 矩 阵 组 成 的 群 GLa(3) P, 设 


pe a) Ca) 


A P = Qa H PAGL2(3). 
7. Aut Qan 是 一 个 2 RAHN ne 4. 
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6.1 可 解 群 


群 G 称 为 可 解 的 [solvable) 巴 , 如 果 
对 所 有 满足 1 关 U<G 的 子 群 U 有 UU'#U. 
交换 群 和 和 办 零 群 都 是 可 解 群 的 群 例 ( 见 79 页 5.1.1). 于 是 p 群 是 可 解 群 . 

设 G 是 一 个 二 面体 群 . BAR G 有 一 个 指数 是 2 的 循环 正规 子 群 N( 见 27 页 
1.6.9). 因此 , 对 G 的 每 一 个 子 群 U 都 有 U' <N, 且 如 果 UgN 有 U'=1. 这 证 
明了 二 面体 群 是 可 解 的 . 

可 解 群 的 群 例 还 有 对 称 群 S, 和 Sy. 对 于 53, 因为 Ss 是 二 面体 群 , 由 上 面 可 
得 S, 是 可 解 的 . 而 对 于 Sy, 运用 在 4.3 节 中 给 出 的 主 列 , 用 类 似 于 对 二 面体 群 的 
论证 即 可 得 出 结论 . 

包含 非 交 换 单子 群 E 的 群 非 可 解 , 这 是 因为 E' = E. 特别 地 , 当 n 5 时 5， 
非 可 解 (UL 72 页 4.3.5). 

由 经 典 的 Burnside 定理 知 每 一 个 prg* (qp € P) 阶 的 群 都 是 可 解 群 , 将 在 10.2 
节 中 证 明 这 个 定理 . 

群 论 中 一 个 非常 著名 的 定理 是 Feit-Thompsontaal 定理 , 它 证 明了 每 一 个 奇 阶 
群 都 是 可 解 群 多. 

6.1.1 ”可 解 群 的 子 群 和 同 态 像 也 是 可 解 的 . 

证 明 ”由 可 解 性 的 定义 得 到 每 一 个 子 群 都 是 可 解 的 . 设 p 是 可 解 群 G 的 一 
个 同 态 映 射 , 1 AV Gr, U 是 满足 U* =V 的 G 的 极 小 阶 的 子 群 . 由 19 页 1.5.1 
得 

(UP = V". 
因为 U' <U, 由 的 极 小 性 得 到 VW' <V. 口 

6.1.2 ” 群 G 是 可 解 的 当 且 仅 当 存在 正规 子 群 N 使 G/N 和 N 都 是 可 解 的 , 

证 明 ”必要 性 由 6.1.1 得 到 . 现在 证 充分 性 . 

设 N EIE G/N M N 都 可 解 的 正规 子 群 且 1 关 U < G. WR U <N, 那么 由 
N 的 可 解 性 得 U' <U. WRU £N, BAV := UNIN 是 可 解 群 G/N 的 非 平凡 子 


| T Aaa Me Ra Ae 见 6.1 节 后 习题 脚注 . 
D 在 文献 [ 引 中 也 能 见 到 . 


61 可 解 群 95° 
群 , 于 是 有 
U'N/N‘2) Vv! <V=UNIN. 


因此 此 时 也 有 U' <U. 口 
6.1.3 TRE G 的 每 一 个 极 小 正规 子 群 N 都 是 初等 交换 p R. 
证 明 因为 1 和 NN EN 仅 有 的 特征 子 群 ( 见 14 页 1.3.2), 所 以 有 ON’ = 1, 
Ir(N)| =1 (J 36 W 2.1.6) H. 2(N)=N. g 
结论 6.1.3 证 明了 对 非 平凡 可 解 群 都 存在 pe r(G) 使 Op(G) #1, 且 因 为 


G1:= Ce(F(G))/Ca(F(G)) N F(G) 


是 可 解 的 (6.1.1), 由 5.2.2 得 到 Gi = 1. 于 是 (也 平行 于 6.5.8) 有 
6.1.4 BG 是 一 个 可 解 群 . WA Co(F(G)) < F(G). = 
# G 的 子 群 列 


G! =O > @ = (G) >. 2G = (Eby 2. 


称 为 G 的 换 位 子 列 . 注意 到 此 列 中 所 有 的 子 群 都 是 G 的 特征 子 群 

6.1.5 ”定理 ”关于 群 G, 下 面 的 结论 是 等 价 的 : 

(i) G 是 可 解 的 . 

(ii) FE le N {Ë G! = 10. 

(iii) G 有 一 个 所 有 因子 都 是 交换 群 的 正规 列 . 

(iv) G 有 一 个 所 有 因子 的 阶 都 是 素数 的 合成 列 . 

证 明 (i) = (ii). 由 可 解 性 定义 直接 可 得 到 . (ii) = (iti). 是 平凡 的 . 假设 (iii) 
成 立 ， 那 么 可 以 把 这 个 列 扩充 成 G 的 一 个 所 有 因子 的 阶 都 是 素数 的 合成 列 四 ( 见 
1.8 节 ). 

(iv) = (i). W (Aizo a 是 (iv) 中 给 出 的 合成 列 . 那么 N := A 是 使 商 群 
G/N 循环 的 G HERTE. 因为 (Aico a1 是 W 的 合成 列 , 对 |G| 用 归纳 法 ， 
可 设 N 是 可 解 的 . 于 是 由 6.1.2 得 到 (i). 口 

同 5.1 节 中 考虑 任意 有 限 群 的 军 零 正规 子 群 那样 , 现在 研究 可 解 正规 子 群 . 

6.1.6 BA, B 是 G 的 两 个 可 解 的 正规 子 群 . MAR AB 也 是 G 的 可 解 正 
规 子 群 . 

证 明 ”因为 ABBA = B/ANB*, 从 6.1.1 和 6.1.2 得 到 结论 . o 

结论 6.1.6 证 明了 积 

O 如 果 无 限 群 G 满足 这 个 性 质 , 则 定义 G 为 可 解 的 . 


D 顺便 提 一 下 , 也 可 以 扩充 为 一 个 所 有 因子 都 是 初等 交换 群 的 主 列 ， 见 6.1.3. 
* 原 书 此 处 有 误 ; 一 一 译 者 注 
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s(G):= [[ 4 


AT] 


是 G 的 (特征 ) 可 解 子 群 . 因此 sic) 是 G 的 最 大 的 可 解 正 规 子 群 . 特别 地 , 可 解 
群 的 直 积 是 可 解 的 . 
习 题 

设 G 是 一 个 群 ， 

L & G ETER. 那么 G 中 存在 正规 极 大 子 群 . 

2. 确定 Sa 的 换 位 子 列 . 

3. 如 果 下 面 之 一 成 立 , 则 G ETRE: 

(a) |G| = pq (p,q € P). 

(b) |G| = pgr (p,q,r € P). 

4. 确定 所 有 阶 < 100 的 非 可 解 群 . 

5. BG 是 可 解 群 . 假设 G 的 所 有 Sylow 子 群 都 是 循环 的 , 那么 G 是 交换 群 

6. 设 G 是 可 解 的 且 O(G) = 1. 如 果 G 恰 包 含 一 个 极 小 正规 子 群 N, WA N= F(G), 

7. 假设 G 的 每 一 个 非 平 凡 同 态 像 都 包含 一 个 非 平凡 的 循环 正规 子 群 (这 样 的 群 G 称 为 超 
可 解 的 ), BA G/F(G) 是 交换 群 . 

8. (Carter, [36]) 设 G 是 可 解 群 . 那么 G 恰 包 会 一 个 满足 No(A) = A 的 等 零 子 群 4 的 
segue, 

9 HG 是 可 解 群 且 pe xf(G). 假设 对 G 的 每 一 个 p FHF 已 有 No(P)/Co(P) B p R. 
那么 G 包含 一 个 正规 P FH N 使 G/N 是 一 个 p 群 ( 见 7.2.4 和 131 页 习题 6). 

10. 假设 G HE—-MEAFT REARS, 那么 G 是 可 解 的 . 

11. # A, BRG 的 满足 G = AB 的 交换 子 群 , 那么 G 是 可 解 群 (不 要 用 21 页 习题 5). 


6.2 Schur-Zassenhaus 定理 


H K ZH G 的 使 
(|A|,|G/K|) =1 


的 正规 子 群 . 当 K 是 交换 群 时 , 在 58 页 的 3.3.1 已 经 证 明了 KK 在 G 中 有 补 且 所 
有 的 补 在 G PRR. 下 面 的 定理 推广 了 这 个 结果 . 

6.2.1 Schur-Zassenhaus EH WK Æ G 的 使 (|K|,|G/K|) = 1 WE 
规 子 群 . 那么 KK 在 G 中 有 补 . 若 进一步 假设 K 或 G/K 可 解 ,那么 K 所 有 的 补 在 
G 中 共 辆 名 . 


© 这 样 的 子 群 A 区 为 GQ 的 Carter FH. 
© 如 果 H 是 这 样 的 一 个 补 , 那么 分 解 式 G = KH 表明 所 有 的 补 在 K FERN. 


6.2 Schur-Zassenhaus 定理 - 97- 


证 明 WP VU SG ANAG. PA 
UK/K EU/UNK H.(G/N)/(KN/N) ~G/KN. 


因此 un K 是 使 (UO K|,|U/UOK|) = 1 的 U WERTH, E KN 是 使 
(|KN/N|,|G/KN|) = 1 的 G/N 的 正规 子 群 ， 于 是 , 假设 对 G 的 子 群 和 商 群 都 
是 遗传 的 . 如 果 进 一 步 有 到 或 G/K 是 可 解 的 , 那么 由 6.1.1, 这 个 性 质 也 都 是 子 群 
和 商 群 遗传 的 . 
现在 对 |G| 用 归纳 法 来 证 明 补 的 存在 性 . 于 是 , 可 假设 对 所 有 阶 小 于 |G| 且 满 
足 定理 假设 的 群 , 都 存在 这 样 的 补 , FFARR 1 AK <G. 
B pen(K), Pe Syl, K H 


U := NalP). 
首先 假定 U AG, 那么 由 归纳 法 得 UN K 在 U 中 有 补 H. 由 Frattini 论断 得 到 
G = KU = K(UNK)H= KH. 
因此 , AAOK =HO(UNK)=1 得 到 HH EE K EG 中 的 补 . 
现在 假设 U =G. 那么 PaG, 从 而 


3.1.11 
N:=Z(P) # 1 
也 是 G 的 正规 子 群 ( 见 14 1.3.2). RG:=G/N. 由 归纳 法 , FEN<V<G tH 
VÆRK EG PHF. BA 


VONK=N HG=KV. 


因此 N 在 VY 中 的 补 也 是 K 在 G 中 的 补 . MEV G, 那么 由 归纳 法 得 补 存在 . 
WR V =G, WA K =1, K 是 交换 的 . 于 是 由 58 页 3.3.1 得 到 所 要 的 补 . 

车 进一步 假定 K 或 G/K 可 解 , 再 次 对 |G| 用 归纳 法 来 证 明 所 有 的 补 在 G 中 
HH. MHA EK EG PHA, N 是 包含 在 KK 中 的 G 的 极 小 正规 子 群 . 
HG:=G/N. WA F A H, Æ K EG PNt, 由 归纳 法 得 存在 geG 使 


HN = (HIN) = HI?N. 


TE HA AY 是 N 在 HN 中 的 补 . 如 果 N K, 那么 HN AG, 从 而 由 归纳 法 
得 到 五 和 ?在 HN PRA. AE H 和 在 G PIES. 

假设 N= K. WẸ K 可 解 , 那么 N 是 一 个 可 解 极 小 正规 子 群 , 从 而 N 是 交 
换 的 ( 见 95 页 6.1.3). 从 58 页 3.3.1 得 到 结论 . 
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假设 K 非 可 解 , A G = G/K 可 解 . BAG PHEEMTH AE K < ASG 
EH GA 是 一 个 非 平 几 p 群 ( 见 %5 页 6.1.5). 用 Dedekind 等 式 可 证 明 Hn A 和 
HOA KE A PHF, FERRARA A PIER. 于 是 可 以 假设 ( 选 
Ai HSL a) 
HnA=H,NA:=D<(H, H). 
因为 H/D=G/A= H/D, FE P € Syl, H P, € Syl, Hı 使 
H=DP Mm =DP. 


又 (K|, H|) =1 HAT P,P, 是 Ne(D) 的 Sylow p FR. 因此 由 Sylow 定理 , F 
在 ge No(D) Ë P? =P. 于 是 H! = DP? = DP =H. 口 

在 Schur-Zassenhaus 定理 中 要 求 的 可 解 性 假设 本 质 上 不 失去 其 一 般 性 . 这 是 
因为 : 由 |K| 和 |G/K| 互 素 得 到 |K| 和 |G/K| 中 至 少 有 一 个 为 奇数 , 从 而 由 Feit- 
Thompson 定理 得 到 K 和 G/K 中 必 有 一 个 群 是 可 解 的 ， 

6.2.1 的 结果 将 在 6.4 节 中 用 到 . 下 面 给 出 一 个 推论 , 它 在 第 8 章 的 讨论 中 是 重 
要 的 . 
6.2.2 RG 作用 在 集合 OL, K 是 G 的 一 个 正规 子 群 . 假设 
(1) (|K|,|G/K|) = 1. 

(2) K 或 G/K 可 解 且 
(3) K 传递 地 作用 在 2 上 . 
MAM K 在 G 中 的 每 一 个 补 HA 

(a) Co(H) # Ø, H 

(b) Cr(H) 传递 地 作用 在 Cn(H) E. 

证 明 (a) penr. 由 (3) 得 |n| 是 |K| 的 因子 (M46 H 3.1.5), G= KG, 
(Frattini 论断 ) 蕴含 了 G/K = Gg/KNGsa. 把 Schur-Zassenhaus 定理 应 用 到 KNGs 
和 Ga E, 得 到 KnGs 在 Ga PAF M. 那么 Hi 也 是 使 Be CalHi) MH KEG 
中 的 补 . 因为 由 Schur-Zassenhaus 定理 知道 K 在 G 中 所 有 的 补 和 H, +4, 所 以 
(a) 成 立 . 

(b) # oa, 8 € ColH) H ke kK W#a =p. WA HAH Æ KAG 在 Gs 中 
的 两 个 补 . 再 次 由 Schur-Zassenhaus 定理 得 到 它们 在 Ga, 甚至 在 及 Gs FRI 
的 . HER e KG, Ë H* = 万 .那么 ai = 9 H 


kk H 2K =1, 


即 kk' ECk(H). o 
如 果 在 6.2.2 中 补 H 是 一 个 p # (在 许多 应 用 中 都 有 这 种 情况 )， 那 么 因 
为 (H| |Q) = 1, 所 以 (a) 是 47 页 3.1.7 的 一 个 结果 , 由 Sylow 定理 得 所 有 的 补 


6.3 根 和 剩余 .99. 


HHE. 
>] 题 
1. 用 下 面 的 假设 证 明 3chur-Zassenhaus MF AAM: 
对 任意 的 单 群 E, Aut B/Inn E TRD, 

HG E+E, peP, rcp Hr =P\z. 

2. 如 果 G/6(G) 包 舍 一 个 阶 和 不 被 p 整除 的 非 平 凡 正规 子 群 , 那么 G 也 有 一 个 阶 不 被 p 整 
除 的 非 平 凡 正 规 子 群 . 

3. RABG HES r FRA ger’. RUA EGN AALS g THIES (X < G), 
My(A) 是 Mx(A) 的 (关于 包含 关系 的 ) 极 大 元 素 的 集合 . 假设 

(+) 对 所 有 QE Helda), Or (Ce(A) Ne(Q)) 传递 地 作用 在 MN,toy(A) 上 . 
那么 下 面 的 结论 成 立 ， 

(a) G 的 每 一 个 包含 APRS r TH B EBRR A HE (+). 

(b) Hg(B) C H(A4), 其 中 , B 的 定义 同 (a). 


6.3 根 和 剩余 


本 节 以 更 一 般 的 形式 来 看 6.1 节 中 的 某 些 结论 . 这 里 要 进一步 定义 一 些 特征 子 
群 . PRK 是 包含 平凡 群 和 一 个 给 定 的 群 及 其 同 构 象 的 群 类 , 对 任何 一 个 群 @G， 


OX(G):= (| AM Ok(G):= [[ A 
G/AeK AEk 
是 G 的 特征 子 群 . O*(G) A G E K 剩余 (residue), Oc (G) 叫做 G AY K 根 (rad- 
ical). 

一 般 地 , Ox(G) Al G/O¥(G) MAZE K 中 . 例如 , WR e 是 循环 群 类 , 那么 对 每 
一 个 交换 群 G 有 OF(G) =1 和 Ox(G) = GUM 2.1.3). 另 一 方面 , MH Ox(G) €K, 
那么 Ox(G) 是 包含 在 大 中 的 G 的 最 大 的 正规 子 群 . 类 似 地 , 如 果 G/O*(G) EK, 
那么 OK (GC) 是 使 其 商 群 在 K 中 的 G 的 最 小 的 正规 子 群 . 

本 节 关 注 下 面 的 群 类 ; 

所 有 交换 群 的 群 类 .4. 
MARSH NV. 
所 有 可 解 群 的 群 类 S. 
所 有 p 群 的 群 类 P(p E P). 
所 有 r 群 的 群 类 II(r C P). 


加 ROMERO Schreier BURR) 猜想 , 至 今 只 能 用 有 限 单 群 分 类 定理 来 证 明 它 . 


+ = e & ë 


— 
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其 中 , 4r(G) Car CP, KG 为 7 群 . 
应 用 前 面 介绍 的 概念 , 有 


On(G) = F(G), Os(G)=S(G), OF(G) =0,(G) 
和 
OGIE G". 
设 
O,(G):=On(G), O7(G):= O(G). 
于 是 对 r := P\r, Or (G) MO (C) 也 可 同样 定义 .在 7 = {p} 时 ,分别 把 + 和 x 
写作 p 和 yp. 这 给 出 了 特别 重要 的 子 群 
On(G)，DP(G) 和 Op (G), OF (G). 


如 果 G 是 8 阶 四 元 数 群 , 那么 O4(G) =G, FE OAG) g A. 
对 上 面 所 提 到 的 其 他 群 类 , 有 


Ox(G) EK. 


4K=N, S, 1 WY, 分 别 由 5.2.1, 6.1.6 和 1.1.6 得 此 论断 ， 特 别 地 , 0,(G) 和 
Op (C) 分 别 是 G 的 最 大 正规 p 子 群 和 最 大 正规 p FH. 
6.3.1 HK E{N,S, 1}, 那么 对 每 一 个 群 G, 有 


Ox(G) = (AJA SG, Ac K). 


特别 地 , Oc(G) 是 G 中 属于 大 的 最 大 次 正规 子 群 . 
证 明 ”必须 证 明 每 一 个 含 在 大 中 的 G 的 次 正规 子 群 A ASF Ox(G). 对 
AJG, 这 是 显然 的 . 于 是 可 假设 4 不 正规 于 G. 因此 存在 WaSscC 使 


AJIN <G. 
对 |G| 用 归纳 法 , 可 假设 

A <= Ox(N). 
因为 Ox(N) 特征 于 N, 所 以 O(N) AG. MK e {N.S}, 由 上 面 提 到 的 知道 
Ox(N) e K. 因此 A < Ox(N) < Ox(G). 口 


称 群 类 KC 是 闭 的 [closed), 如 果 对 每 一 个 Xek 有 
e 大 中 的 群 的 同 态 像 在 K 中 . 
。 大 中 的 群 的 子 群 在 Ko. 
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s 天 中 的 群 的 直 积 在 大 P. 
上 面 所 提 到 的 群 类 都 是 闭 的 . 类 似 1.5.2 和 1.5.1 得 

6.3.2 KK 是 一 个 闭 群 类 . 那么 对 每 一 个 群 G 有 

(a) G/OX(G) € K. 

(b) 对 G 的 每 一 个 同 态 w 有 (O*(G))* = OF (G*). 

证 明 (a) 从 24 TRY 1.6.4 和 闭 类 的 定义 得 到 (a). 

(b) Ry 是 G HAA. 那么 , A Ge/(o*(G))* 是 G/OKLG) 的 同 态 像 而 得 到 
Ge /(OX(G))* € K, 即 

o* (G*) < (O*(G))°. 


MER y EM Ge B X cK PHA. 那么 py 是 从 G Bl X PAR. 这 意味 着 
O*(G) <Ker (py), FÆ (O*(G))* <Ker y. 由 此 得 到 


(OX(G))* < [| Kery = OX (G°), 
E, y BURMA Ge 到 大 的 某 个 群 的 同 态 . o 
RK 是 一 个 闭 群 类 . 与 可 解 的 定义 类 同 , 如 果 


对 G 的 所 有 非 平 凡 子 群 U 都 有 O*(U) +U, 


就 把 群 G RA KR. 

把 由 所 有 KC 群 组 成 的 类 记 作 E. 显然 CCK. 

例如 , 由 定义 得 A=5S 和 N=5=5. 

由 6.3.2, 用 和 6.1.1 的 证 明 相同 的 方法 可 证 大 群 的 同 态 怕 和 子 群 也 是 KOR. 
由 6.1.2 的 证 明 得 到 

6.3.3 ” 设 大 是 一 个 闭 类 ， 那么 CE 天 当 且 仅 当 存 在 NWaG 使 We 大 且 


G/N € R. 
从 6.3.3, 作为 推论 有 (对 比 95 页 6.1.6) 
6.3.4 HK 是 一 个 闭 类 . 那么 ORG) EK. 口 
6.3.5“” 设 大 是 一 个 闭 类 . 那么 无 也 是 闭 的 . 口 
6.3.6 ” 设 天 是 一 个 闭 类 . 那么 下 面 的 结论 等 价 ; 
Dack 
(ii) 如 果 GO = G, GO = 0% (6G), i > 1, MARE CEN fF GY =1. 
(iii) G 有 一 个 所 有 合成 因子 都 在 大 中 的 合成 列 . 口 


No RAN AN =TL. 而 对 r 闭 群 类 没有 类 似 的 等 式 . 
一 个 群 G 称 为 + 闭 的 , WR G/O-(G) 是 r 群 . 换 句 话 就 是 说 , 如 果 
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O,(G) = Or (G)®. 


例如 , Schur-Zassenhaus 定理 是 一 个 关于 r 闭 群 的 定理 , r := 0 (KK). 在 它 的 证 
明 中 , 用 到 了 r 闭 群 的 子 群 和 商 群 都 是 r 闭 群 . 因为 r 闭 群 的 直 积 也 是 x 闭 的 , 所 
以 所 有 的 t 财 群 组 成 的 类 是 一 个 闭关 . 把 这 个 类 记 作 I[I.. 

TI。 包含 所 有 的 x 群 和 r 群 . Tl. 中 的 群 称 为 x 可 分 的 (separable)@， 因为 I 
是 一 个 闭 类 , 同 前 面 所 解释 的 那样 , r 可 分 群 具有 和 可 解 群 同样 形式 的 性 质 . 

习 题 
EG 是 - -个 群 . 
1. 设 C 是 所 有 满足 Ca(F(A)) < F(A) MRE H 组 成 的 类 . 那么 下 面 的 结论 成 立 : 
(a) Oc(G) € C H GIO (G) Ec. 
(b) 设 NAG. MEN, G/N 都 在 C 中 , 那么 G 也 在 C 中 . 


6.4 区 可 分 群 


本 节 研 究 r 可 分 群 (r CP). r 可 分 群 满足 下 面 的 条 件 ， 

e 的 每 一 个 非 平凡 子 群 都 有 一 个 非 平凡 的 r FR. 

因为 变换 群 是 闭 的 , 所 以 有 

6.4.1 ”可 解 群 是 r 可 分 的 . LJ 

因此 , 所 有 关于 r 可 分 群 的 结论 也 是 关于 可 解 群 的 结论 . 在 介绍 一 些 方便 的 
记号 之 后 ， 将 给 出 这 些 结论. 在 本 节 的 后 半 部 分 ， 将 在 r 可 分 群 的 范围 内 刻 
画 可 解 群 . 将 证 明 可 解 群 可 被 Sylow 定理 的 推广 所 刻画 . 这 由 P.Hall 所 证 明 , 并 且 
成 为 今天 高 度 成 熟 的 可 解 群 理论 的 起 始点 . 关于 这 方面 , 推荐 Doerk-Hawkes 的 专 
著 加. 

6.4.2 群 G 是 r 可 分 的 当 且 仅 当 G 有 一 个 特征 子 群 A; (i =1,---,n) 的 列 


l = Ap g Agee A Aa nG, 


使 每 一 个 因子 A; /Ajz-1 是 7 BFR r H. 
证 明 设 G 是 7 可 分 的 . 那么 Om(G) 也 是 r TAA H 


G := G/O™ (G) 
ONES 3. 2. 2 后 关于 p 群 的 评 


@ SMART A ICRA 6.4.2 Sore. 
Di 是 闭 群 类 . 
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E r 闭 的 . 因此 G/O,(G) Æ r #. AA OM (G) 在 G 中 特征 , OT":(G) 的 特征 子 
群 和 G 的 特征 子 群 的 道 像 都 在 G 中 是 特征 的 . 于 是 , 对 |G| 用 归纳 法 得 到 所 要 的 
G 的 列 . 

RZ, 设 (4j)i-o… nm 同 6.4.2 中 所 述 . GO 同 6.3.6 中 所 述 , WA CY 包含 在 
An 中 , 且 更 一 般 地 有 G® < Ani 特别 OM = 1. 于 是 6.3.6 RAT G Ær 
分 的 . 口 

显然 一 个 群 是 r 可 分 的 当 且 仅 当 它 是 m 可 分 的 . 

WH G, 定义 子 群 Or(G) 为 


Ona (G)/Ox(G) := On(G/On(G)) 
Al Onn (G) < GA 
Or (GN Ow (OG) := Ont (G/Onn (G)). 
如 此 下 去 , 可 以 得 到 一 个 特征 子 群 列 
1 < Öp (O < One (G) < Orne (G) S Orrel ss, 


EWG 为 终点 当 且 仅 当 GÆ r 可 分 的 . 
对 特别 重要 的 情况 r = {p}, 这 个 列 就 是 


ls Op (G) & Op'p(G) < Op’ pp' (G) S Op'pp'p(G) gen 
6.4.3 设 G 是 7 可 分 群 且 O(G) = 1. 那么 
Ca(Ox(G)) < Ox(G). 


证 明 设 C:=CelO-(G) 且 K := CNO,(G) (= 2(0,(G))). BA, AA 
O,(G) 是 G 的 最 大 的 正规 r THR, 所 以 C/K 是 G/K HWA O,(C/K)=1 8 r 
可 分 正规 子 群 . & K <A<C fH AK =0,(C/K). 那么 由 Schur-Zassenhaus 定 
理 得 K 在 A PHF H, Mi A<C A 


A=KH=KxH. 


RAST H= Orl A), FE H <Or(G)=1. 因此 O, (C/K) =1=0,(C/K), 从 
MmWc=K. 口 
下 面 的 结果 由 6.4.3 得 到 的 一 些 常用 的 结论 组 成 : 
6.4.4 设 G 是 p 可 分 的 (pe 7(G)), P 是 Opp(G) 的 一 个 Sylow p TH. 
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(a) ColP) = Opp (G). 特别 地 ， 
Op (G) = 1 = Ce(O,(G)) < O,(G). 


(b) 设 U 是 G 的 一 个 PP 不 变 p FH. BAU < O,(C). 

(c) WR G 有 交换 Sylow p FH, 那么 G = Opp (G). 

WERA (a) 由 53 页 的 3.2.8 可 以 假设 O,(G)=1. 那么 P=0,(G), 由 6.4.3 
即 得 到 结论 . 

(b) 再 可 假设 Oy(G) = 1. WA P=0,(G), 从 而 [UPl <UnP=1. 于 是 由 
(a) 得 到 U < O,(G) = 1. 

(c) RP < S € Syl, G, S 是 交换 的 . 那么 5 < Co(P), 于 是 由 (a) 得 到 S = 
P. g 

E G Hr TE H KH G 的 Hall r FE, 如 果 有 

a(|G: H|) € r. 

例如 , 对 peP, G 的 Hall p 子 群 就 是 G 的 Sylow p PR. 同 Sylow 子 群 一 样 ， 
用 Syl, G 表示 G 的 Hall r 子 群 的 集合 . 

M r = {p} 时 的 Sylow 定理 不 同 的 是 , 一 般 情 况 下 Hall r 子 群 是 不 存在 的 . 例 
in, 交错 群 As 有 Hall {2,3} 子 群 , 但 是 没有 Hall {3,5} FER Hall {2,5} 子 群 ( 见 
54 页 3.2.12). 

分 别 用 同 3.2.2 的 证 明 方法 和 3.2.5 的 证 明 方 法 , 得 到 

. 设 Syl, G ø, MA 


G= F| E 


HeSyl, G 
eWHeSyLGHNAG, WA 
NOH €8Syl, N H NA/N e Syl, G/N. 


6.4.5 f— r 可 分 群 都 包含 Hall r TE. 
证 了 明 设 G 关 1 是 一 个 7 可 分 群 且 1N4G. 因为 G/N 也 是 一 个 r 可 分 
群 . 可 对 |G| 用 归纳 法 , 可 假设 G/N 包含 一 个 Hall r 子 群 


H/N (N<H<G). 


如 果 O,(G) #1, 选取 N:=0,(G). WA H Æ G 的 Hall « FE. 
假设 O,(G) = 1. WA 1# Or (G), 选取 


N := Or (G). 
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这 样 , N 是 G 的 m 正规 子 群 且 (H/N) Cor. 由 Shur-Zassenhaus 定理 得 到 NN 在 
H 中 有 补 Ay. 这 个 补 就 是 G 的 Hall r 子 群 . 口 
WR G 的 每 个 r 子 群 都 包含 在 G 的 某 个 Hall r 子 群 中 , 且 所 有 的 Hall r 子 
群 在 G PHH, 说 在 G Pa Sylow 定理 成 立 . 
6.4.6 WGC 是 满足 下 面条 件 的 7 可 分 群 : 
(+) 的 每 一 个 n 截断 或 x' 截断 都 是 可 解 的 外. 
WAE GYP r Sylow EMR. 
, 证 明 WU EGA r FE, H GU Hal r TR. REER U eee H 
的 一 个 共 轿 中 就 足够 了 . 对 |G| 用 归纳 法 来 证 明 它 . 
显然 , 可 假设 G1. RIANIGHG:=G/N. 由 归纳 法 , FE IC GH 
U < H MMA (UNY = Us9N < HN. 因为 可 以 用 U AEP U, 所 
以 可 假设 
U < HN. 


现在 同 6.4.5 中 那样 进行 : 如 果 O,(C) #1, 选取 N := O.(G). 那么 有 HN = 
H, 从 而 U < H. 假设 O,(G) = 1. WA 1# Or(G), 选取 N := Ow(G). WA x F 
群 U 是 NN 在 NU 中 的 补 . AA HnNU 也 是 N 在 NU 中 的 补 ( 见 1.1.11), g 
由 Schur-Zassenhaus 定理 得 到 和 H 的 子 群 HN NU RH. 

因为 可 解 群 是 r 可 分 的 , 所 以 6.4.6 蕴含 J 

6.4.7 ”对 每 个 r CP, 在 可 解 群 中 r Sylow 定理 成 立 . 口 

结论 6.4.7 事实 上 刻画 了 可 解 群 . 为 了 证 明 它 , 需要 两 个 引 理 . 

6.4.8 HH, K EG 的 使 


(IG: H|, |G: K])=1 


的 子 群 . 那么 G= HK HIG: HOK|=|G:A\\G: Kl. 
证 明 由 1.1.6， 


IGI _ |GIIENKI] 

|HK| HK ` 

因此 n Æ |G: H| 和 |G : K| 的 因子 . 因为 这 两 个 整数 互 素 , 所 以 有 n= 1, 从 而 
G=HK. 于 是 有 


IG: A\|G: K| = 


—. 


IGP iae |G? 
||| | IG||H Nn KI] 


6.4.9 W 所 ,Ha 和 H ARG 的 可 解 子 群 , HAE 


G = ALA = HiH; 和 (IG: Hal, IG : Hl) =]; 


=|G: HNK]. o 


Tr 截断 就 是 一 个 为 群 的 截断 . 
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那么 G 可 解 . 

证 明 WR M = 1, 那么 G= H 可 解 . B A, 41. AEH 的 极 小 正 
规 子 群 . 那么 4 dE p H (RM 6.1.3). AA (|G: Al, |G : H) = 1, 可 假设 p 不整 
除 |G : Ho|. 于 是 AH. 包含 G 的 一 个 Sylow p TH. 由 Sylow 定理 , 存在 geG 使 
A< HP. 因为 G= Hom. 可 假设 ge Hi. 由 此 得 到 Ay =Ac Ha, 从 而 l 


N = (A°) = {A = (AM) e Ha, 


因此 N 是 G 的 可 解 正 规 子 群 . AA G/N 满足 假设 , 所 以 对 |G| 用 归纳 法 得 G/N 
可 解 .于 是 G 也 可 解 ( 见 6.1.2). 口 

th G 是 一 个 群 .G 的 Sylow 子 群 的 集合 S HA G 的 Sylow A(system), 如 果 
有 

e |SNSyl,G|=1, Yp € x7(G) H 

s PQ=QP, YPQES. 

hm SHG 的 一 个 Sylow R. 那么 对 每 一 个 非 空子 集 So c S, 重复 运用 1.1.5 
和 1.1.6 证 得 群 

[[ PF 


PESp 


是 上 的 一 个 Hal r 子 群 , 其 中 ， 
T = {p € r(G)|(Syl, G) N So # 2}. 


假设 r(G) = {p,q}, 那么 , 对 每 一 个 Pe Syl G M Qe Syl,G A PQ=QP= 
G. 于 是 , 每 一 个 这 样 的 子 群 偶 是 G 的 一 个 Sylow KR. 又 由 前 面 提 到 过 的 Burnside 
的 一 个 定理 , 证 明了 G 是 可 解 的 , 将 在 10.2 节 中 证 明 这 个 定理 . 

下 面 的 定理 就 是 上 面 所 说 的 对 可 解 群 的 刻画 , 它 证 明了 一 般 情况 下 Sylow 系 
的 存在 性 等 价 于 可 解 性 . 推断 (v) => (i) 的 证 明 需 要 Burnside 定理 . 

6.4.10 ”定理 (P.Hall) 设 G 是 一 个 群 . 下 面 的 结论 是 等 价 的 : 

(i) G 可 解 . 

(ii) 对 每 一 个 素数 集合 r, G Æ n 可 分 的 . 

(iii) 对 每 一 个 素数 集合 n, G 包含 一 个 Hall r FH. 

(iv) 对 每 一 个 素数 p, G 包含 一 个 Hall p' FH. 

(v) G 有 一 个 Sylow 系 . 

证 明 (i)= (ii). 由 6.4.1 可 得 到 . 

(ii) = (iii). FA 6.4.5 可 得 到 . 


D EWR [63], [65] 和 [66]. 
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(iii) > (iv). 这 个 证 明 是 平凡 的 . 
(iv) + (v). X} pe xr(G), HH, Æ G 的 Hall p' FH, 且 对 儿 关 7 C7(G), 设 


Het (Ep 
per 
首先 证 明 
() H, 是 G 的 Hall r' FH. 
在 |r| 上 运用 归纳 法 从 6.4.8 得 到 (9. 当 |r| = 1 时 , 没什么 可 证 明 的 . 假设 
ir] > 2 Ak per Mo:=n\{p}. 那么 


Hy = He O Hp- 


因为 由 归纳 法 得 He 是 一 个 Hall o THF, 关于 H, 和 H, 能 够 运用 6.4.8. 从 而 得 
到 ('). 
特别 地 , 对 pi Er(G)， 


P is Hy 
per(G)\{pi} 
E G 的 一 个 Sylow pi TH. 设 pi, p; Ex(G). 那么 P, P 是 
A: N Hp 


péen(G)\{rip;} 


的 子 群 , 且 由 (’) 得 到 H 是 G 的 Hall {pi,p;} 子 群 . 由 此 得 到 P,P; = PjP = H. 
因此 {Pilp; er(G)} Æ G 的 Sylow 系 . 

(v) => (i). 如果 |r(G)| = 1, 那么 G 是 一 个 p 群 从 而 可 解 . 如 果 |r(G)| = 2, 那 
么 从 210 页 10.2.1 得 到 G 的 可 解 性 . 现在 假设 |r(G)| > 3 E {P , Pa} BGM 
一 个 Sylow X. X i e {1,2,3} 设 


H =[[5. 
Ji 
那么 |G: Hi|, |G: Ha AIG : Hs| 两 两 互 素 且 
G = HiH; = HiH = HyHs, 


并 且 因 为 {P PRAA {P} 是 H; 的 Sylow 系 , 对 |G| 用 归纳 法 , 可 假设 Hi, Ha 和 

H; 是 可 解 的 . 因此 由 6.4.9 证 得 G 是 可 解 的 . o 
以 r 可 分 群 的 一 个 性 质 来 结束 本 节 , 此 性 质 将 在 第 12 章 中 用 到 . 4 r= {p} 

时 , 这 个 性 质 就 是 Baer 定理 (A 6.7.6) 的 一 个 结论 , 因此 对 非 p 可 分 群 也 成 立 . 
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64.11 设 G 是 一 个 可 分 群 , ARGH TE 那么 下 面 的 论断 是 等 价 
的 ; 

(i) A £ Or(G). 

(ii) FE x € Ow (G) 使 TE (A, A”) H (A, A”) PE r 群 . 

证 明 如果 A< O,(G), WA (A, A*) < O,(G). 于 是 证 明了 (ii) = (i). 

(i) = (ii). BW G := G/O,(G). 假设 对 所 有 的 x € Osv (G) 都 有 (A, AT) 是 一 个 
7 群 . 那么 

[Ox (G), A] =, 
从 而 由 6.4.3 7 A=1, KA Ag O,(G) 了 矛盾. 因此 存在 € O,,:(G) 使 (4, A”) 
不 是 r 群 . 设 
Gy := {A, A") (< Onn: (G)A). 
则 有 Ag O,(G,) 或 A £0,(G,). FOR A £ Oi(G1). WE Gi < G, 由 在 |G 
上 的 归纳 法 , FE y € One (G1) 使 ye (A, AY) H (A, AY) PRE r BEL 另外, 存在 
bE Orv (G), a € A ff y = ab. Mill be G, H(A, A’) PE r E, Hideo. 如 果 
G = Gi, 那么 (ii) 显然 成 立 . 口 
习 题 
1. HG Æ p 可 分 群 ,pe x(G). 假定 对 所 有 的 gErfG) M S e syl G 有 
Syl, Na(S) E Syl, G. 

那么 G =0O,,,(G). 

2. (关于 6.4.11 的 一 个 例子 ) 设 G := S; H A:= ((12)) < G. WAHE r C r(G) 使 
A¢0O,(G) H 

对 所 有 的 工 E G, (A, At) 是 一 个 元 E. 

3. E G 是 一 个 了 可 分 群 ,G 的 p 长 (length) #5(G) 递归 地 定义 为 

如 果 G = Op (G), £G) := 0, MMWR G + Op (G), fp(G) := 1 + AGOwn(G)). 
证 明 £p(G) < c(P), P € Syl, G. 


6.5 分支 和 广义 Fitting T 


本 节 题 目 中 所 提 到 的 概念 是 1970 年 左右 在 有 限 单 群 分 类 的 过 程 中 出 现 的 . 它 
们 是 恰如其分 概念 的 范例 , 对 分 类 的 新 进展 有 着 本 质 的 影响 . 这 些 概念 作为 一 种 语 
言 有 助 于 新 发 展 的 成 功 中 


* 为 方便 读者 理解 , 译 者 增加 了 此 处 归纳 法 过 程 ， 原 书 此 处 无 详细 过 程 . 
QD 指 的 是 有 限 单 群 的 分 类 :. 
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群 K #1 称 为 拟 单 的 (quasisimple), WR K 是 完备 的 且 K/Z(K) 是 单 群 . E 
然 , 对 拟 单 群 K 的 每 一 个 次 正规 子 群 N 有 


N < Z(K) RN = K. 


这 蕴 售 了 拟 单 群 的 非 平凡 同 态 像 是 拟 单 的 . 

设 G 是 一 个 群 . G ETE KRA CG 的 分 支 (component), 如 果 K 是 拟 单 的 且 
K 在 G 中 次 正规 . 这 两 个 性 质 中 的 第 1 个 是 K 的 内 在 性 质 , 而 第 2 个 描述 了 K 
在 G 中 的 嵌入 . 因此 分 支 一 般 具 有 和 次 正规 子 群 类 似 的 继承 性 质 : 

s MRK <U<G PAK 是 U WA. 

s MRK ZNAG, BA KNIN 是 GAN 的 分 支 . 

© 如 果 KK 是 GG 的 次 正规 子 群 的 分 支 , WA K 是 G 的 分 支 . 

G 的 极 小 次 正规 子 群 是 单 群 . 因此 , 非 交 换 极 小 次 正规 子 群 是 G 的 分 支 . 

6.5.1 HRZMELG 的 两 个 子 群 , 使 得 2 < 2(G) H E2/2 是 G/2 的 分 
支 . 那么 E 是 G 的 分 支 . 

证 明 AA Z< Z(G @ E = (E82), MAA £2Z49C, 所 以 有 BE’ adc, H 
由 20 页 1.5.3 得 到 E' 是 完备 的 . 设 N 是 E' 的 正规 子 群 且 G := G/2Z. 那么 有 


N=E=E MN <Z(E). 
由 第 1 种 情形 得 到 入 < E'< NZ, FR N(ZNE)=E'. 又 因为 EB 是 完备 
的 , 因此 N = E'. 由 第 2 种 情形 得 到 [E', N] < Z, 从 而 有 
[E",N, EB" =l= [N, FE'E]. 
由 三 子 群 引 理 ( 见 21 页 1.5.6) 得 |[E', E'N] = 1, 于 是 再 因 L 是 完备 的 有 [BE', N] = 
1. 因此 N < Z(E"), 从 而 2’ 是 拟 单 的 . 口 
6.5.2 R KEGI U 是 GG 的 次 正规 子 群 . WA K <U RUK] =1. 


证 了 明 ”显然 ,U = GHA K <U, 并 且 同 前 面 提 到 的 那样 , KK = Cae U= K 
或 [UK] = 1. 于 是 可 以 假设 存在 G 的 真正 规 子 群 N 和 使 


K<eN<G, VeMe<G. 


特别 地 , 有 
La —_ [U,K] = NOM, 
从 而 K < Ny(U1) =: Gi (9 20 页 1.5.5). FE K 是 G KHE, U ÆG PRE 
# (实际 上 为 正规 ). 对 |G| 用 归纳 法 , 应 用 于 G 上 , 得 到 


[Ui K] = ARK < U. 
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根据 第 1 种 情况 得 到 
1= |U, K, K] = [K,U,K]. 


于 是 用 三 子 群 引 理 得 到 
1 = [K, K,U] = [K', U] = [K,U]. 


因为 [K,U] < M, 由 第 2 种 情况 得 到 K <M. 把 对 |G| 的 归纳 法 用 到 M 上 得 结 
论 . 口 
6.5.3 BW Ki, K ECG 的 分 支 . 那么 或 者 K = Ks 或 者 [Kl, Ko] = 1. 特别 
地 , 分 支 的 积 是 G 的 子 群 . 
证 明 当 [KX Ka] 41 时 ,6.5.2 MAP K < Ko, 由 对 称 性 也 有 Ks < Ky. 于 
是 Ki = Ko. 口 
现在 定义 G 的 两 个 特征 子 群 . 
E(G): 由 G 的 分 支 生成 的 子 群 ， 
F*(G) := F(G)E(G). 
F*(G) 称 为 G 的 广义 Fitting F# (generalized Fitting subgroup). 由 6.5.2 


[F(G), E(G)] = 1. 


WN 是 G 的 极 小 正规 子 群 . 由 1.7.3 得 到 或 者 N 是 变换 的 且 N < F(G), me 
者 N 是 分 支 的 积 且 N < E(G). 因此 有 

6.5.4 F*(G) 包含 G 的 每 一 个 极 小 正规 子 群 . 特别 地 , BG 41 WA FG) 
#1. 口 
6.5.5 (al KEG 的 使 2(K) = 1 的 分 支 . 那么 (KS) 是 G 的 极 小 正规 
FH. 特别 地 , (Ko) 是 和 KK HANDAR. 

(b) 设 F(G)=1. 那么 E(G) 是 G 的 极 小 正规 子 群 的 积 ， 

证 明 (a) 由 5.5.3, (KS) 是 分 支 K9(g € G) 的 中 心 积 , FAA K 单 , 由 1.6.7 
知 它 是 一 个 直 积 . 设 N ERSE (Ko) 中 的 G 的 极 小 正规 子 群 .那么 根据 1.6.3 
得 , 至 少 有 一 个 因子 Ko ÆN F. 因此 N = ((K9)°) = (KY. 

(b) 由 6.3.1 得 , 对 G WH—TA K 有 ZK) < F(G). 于 是 由 假设 F(G)=1 
得 到 G 的 所 有 分 支 都 是 单 的 , 从 而 由 (a) 得 到 (b). 口 

一 般 地 , 有 

6.5.6 设 E(G) 关 1 H Ki, Kn ÆG 的 分 支 . > 


Z:=Z2(E(G)), Z= Z(K); BEB:= KiZ/Z (i =1, ,n). 


(a) E(G) 是 Ki; ,Kn 的 中 心 积 . 特别 有 Z= Zi- Zn. 
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(b) Z= ZN K; B E; = K/Z 人 =1 ,n). 

(c) E(G)/Z = Ey x -X En. 

证 明 设 Zos [|Z h 6.5.3, E(G) 是 正规 子 群 K120,… ,Kn2o 的 积 , H 

KiZon [| K;Zo = Zo. 
ij 
于 是 由 1.6.2 和 1.6.7 得 到 Z = Z 和 (a)~(c). 口 

6.5.7 设 工 是 GG 的 次 正规 子 群 . 

(a) WẸ L< F*(G), BA L=(LNF(G))\(LNE(G)). 

(b) F*(L) = F*(G) OL. 

(c) E(L)C gg) (L) = E(G). 特别 地 , E(L) 正规 于 E(G). 

证 明 ”因为 工 是 G 的 次 正规 子 群 , 所 以 工 的 每 一 个 分 支 也 是 G Mar, H 
F(L) < F(G) ( 见 6.3.1)， 于 是 运用 6.5.2, 6.5.6(a) 和 [F(G), E(G)] = 1 就 得 到 结 
iÈ. 口 

下 面 是 F*(G) 的 基本 性 质 . CW T 6.1.4: 

6.5.8 EH ” 设 G 是 一 个 群 . WA Co(F*(G)) < F*(G). 

WA 设 工 := Co (F*(G)), 2 := 2(L) UR L := L/Z. 因为 F*(Z) = 1 #88 
L=1 Ñ L< Z< F*(G), 所 以 只 要 证 明 Pl) = 1 就 够 了 . 

由 6.5.7 得 到 F*(L) < F*(G), 于 是 有 


F*(L) =Z. 


因此 , F 在 工 中 的 道 像 是 工 的 车 零 正规 子 群 ( 见 79 页 5.1.2), MMAF F(L) 
中 . 由 此 得 到 F(T) = 1. 如 果 F'(L) #1, MAL ARAM EE, Z<E<L. EE 
是 工 的 分 支 ( 见 6.5.1), 这 和 FL) = 2 FA. 口 
习 题 

E G BH. 

1. 描述 F” (Cel E(G))) M F*(Ce(F(G))). 

2 Wt GM—tHEA E Æ Colt 的 一 个 分 支 , MA E EWE G 的 每 一 个 分 支 . 

3. Gt G 的 每 一 个 分 支 FA Aut E/Inon E 可 解 且 F(G) = 1. WA, 对 G 的 每 一 个 对 
合 t 有 

E(Ca(t)) = E(G). 
42K <G. BENE t geG A 
K 是 (K, K”) 的 分 支 . 

那么 K 是 G 的 分 支 (对 妥 122 页 6.7.4). 
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6.6 本 原 极 大 子 群 


本 节 研 究 极 大 子 群 的 嵌入 性 质 . 设 M ER G 的 极 大 子 群 , AN 是 G 的 正规 
TH. WRN <M, 那么 MIN 是 G/N 的 极 大 子 群 . 因此 , 可 假设 M( 在 用 一 个 合 
适 的 商 群 替代 G 后 , 这 是 可 能 的 ) 中 不 含有 G 的 非 平 凡 正 规 子 群 . 那么 M 满足 

(*) 1Æ£NaM s> M = NolN). 

(+*+) LFANAGSG=MN. 

HARAT (+) 也 将 会 是 以 后 的 研究 中 心 , 所 以 把 G 的 一 个 真子 群 M (不 一 
定 是 极 大 子 群 ) 称 为 本 原 的 (primitive), 如 果 M 满足 (e). 

由 以 前 知道 本 原 置 换 群 的 掺 稳 定子 是 本 原子 群 . 反之, 在 本 原 极 大 子 群 M 的 
右 陪 集 上 (通过 右 乘 ) 的 作用 或 在 M 的 共 辆 子 群 上 的 作用 是 忠实 的 和 本 原 的 . 

下 面 , 从 本 原子 群 的 两 个 初等 性 质 开 始 进行 研究 ， 

6.6.1 KMEGHARTH, NEG 的 正规 子 群 且 满足 MON 41. 那么 
 ColN)=1. 

证 明 SHH L A#MONIM AM 的 本 原 性 得 到 


Co(N) < Co(NNM) <M. 


于 是 由 Co(N) aG 得 到 Co(N) = 1. 口 
6.6.2 设 M 是 G 的 本 原子 群 . 那么 M 不 包含 G 的 非 平 凡 次 正规 子 群 . 
特别 地 , M Nn F(G) = 1. 

证 了 明 ”假设 存在 G 的 次 正规 子 群 L 关 1 使 得 L <M, 由 此 来 导出 矛盾 . 不 失 

一 般 性 , 可 以 进一步 假设 L 是 G 的 极 小 次 正规 子 群 . ABA L< F*(G), 运用 6.6.1 

到 N = F*(G) 上 得 到 


1 = 2(F"(G)) (= 2(F(G))Z(E(G))). 


特别 地 , F(G) = 1( 见 5.1.5)， 由 此 得 到 L 是 G 的 一 个 分 支 ， 于 是 , 由 6.5.6 证 得 
(LM) 正规 于 E(G). 因此 由 M 的 本 原 性 得 到 E(G) < M, 那么 再 由 M 的 本 原 性 
得 到 E(G) = 1. RAL #1 FA. E 

6.6.3 设 M 是 GG 的 本 原子 群 ,pe 7w(M) HN 是 G 的 一 个 正规 子 群 . 再 假 
设 MNN=1, 有 O,(M) 1: 则 

(a) p £ T(N). 

(b) 对 每 一 个 ge x(N), N 中 人 存在 唯一 的 M 不 变 Sylow g TH. 

(c) 如 果 |r(N)| > 2, BA M 不 是 G 的 极 大 子 群 
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证 明 (a) 3 P:=O,(M), 由 MM 的 本 原 性 得 到 
M = NolP). 


特别 地 , A NOM =1 #2) P Æ NP 的 Sylowp 子 群 ( 见 48 T 3.1.10). 这 蕴含 J 
pg m(N)(M 3.2.5). 

(b) PN 由 共 轿 作用 在 2 := Syl, N E, 且 由 Sylow 定理 知道 N 是 PN 的 传递 
正规 子 群 . 因此 运用 6.2.2 到 PN 和 1 E, 得 到 Co(P) 4 @ H Cw(P) 在 Ca(P) 
上 传递 . 于 是 由 Cw(P) < MON =1 得 |Cn(P)| = 1; 特别 地 , A P € M PEM, 
得 到 Co(P) = Ca(M). 

(c) 根据 (b), 存在 M TEH Q e Syl, N. 因为 Q 是 N 的 真子 群 , 所 以 得 到 
M<QM<NM <G. 口 

6.6.4 tM 是 一 个 本 原子 群 , NAG AE 


MO F*(N) #1. 


那么 F(G) =1 H F*(N) = F*(G) = E(G). 特别 地 , G 的 每 一 个 极 小 正规 子 群 都 
包含 在 入 中 ， 
证 明 ”注意 到 F(N) < F*(G). 因此 6.6.1 BAT 


Z(F(G)) < Ce(F*(N)) = 1. 
于 是 由 80 页 5.1.5 得 到 F(G) = 1. 特别 地 , F*(N) = E(N) 且 
F*(G) 三 Creol EINJ)EIN). 


于 是 再 次 运用 6.6.1 得 到 F*(G) = E(N) = F*(N). 口 
下 设 M 是 G 的 本 原 极 大 子 群 . 那么 


G=F*(G)M. 


本 节 的 其 余部 分 研究 这 个 分 解 . 结果 将 收集 在 O'Nan-Scott 定理 中 . 

分 3 种 情形 : 

(F1) F(G) = F*(G), F(G) 是 G 的 唯一 极 小 正规 子 群 由 H M Æ FG) EG 
中 的 一 个 补 . 

(F2) G 恰 包 会 两 个 极 小 正规 子 群 Wi 和 No. 这 些 正 规 子 群 都 是 非 交 换 的 , 即 


F*(G) = Ni x MW = E(G). 


D 于 是 F(G) 是 初等 变换 的 . 
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(F3) F*(G) 是 G 的 非 交 换 极 小 正规 子 群 . 

6.6.5 ”假设 G 包含 一 个 本 原 极 大 子 群 M. 那么 (F1), (F2) 或 (F3) 中 至 少 有 
一 种 情形 成 立 . 

证 明 iN, E G 的 极 小 正规 子 群 . 那么 

门人 = NM 

从 6.6.1 得 到 Ce(M)OM = 1 MEN, 是 交换 的 ; 那么 () BAT N = 
Cel 和 M1), 于 是 M = Z(F*(G)) 由 此 得 到 Ni = F*(G) 因此 , 由 6.6.2 得 到 M 是 
Ni 的 补 而 有 (F1) 成 并 . 

现在 可 假设 G 没有 交换 的 极 小 正规 子 群 . 那么 F(G) = 1 H E(G) 是 G 的 极 
小 正规 子 群 的 积 ( 见 6.5.5(b)). WE Ni 是 G 的 唯一 的 极 小 正规 子 群 , 那么 (F3) 成 
iE. 

假设 有 另 一 个 极 小 正规 子 群 M. WA 

N := NiNa = Ni x No, 

HA () @NOM 41. AA N = F(N), 由 6.6.4 得 到 E(G) = N. 因此 ,Ni 和 
No 是 G 仅 有 的 极 小 正规 子 群 ( 见 23 页 1.6.3(b)), 从 而 (F2) 成 立 . 口 

分 别 讨 论 (F1), (F2) 以 及 (F3) 这 3 种 情形 . 

6.6.6 ”假设 (F1) 成 立 . 设 pEr(M) #O,(M) 41. 那么 G 的 所 有 本 原 极 大 


FRG, 
证 明 设 P:=0O,(M) 且 下 := F*(G). BA 


M = Nae(P) 8 FPAG, 


且 由 6.6.3(a) 得 到 
Syl, M C Syl, G. 


设 五 是 G 的 另 一 个 本 原 极 大 子 群 ,那么 五 E F 的 补 . 特别 地 , || = |M). 根据 
Sylow 定理 , FE g €G Ù P < Hs. maa ST 


P= HNFPAH, 


于 是 H! = No(P) = M. Oo 
6.6.7 ”假设 (F2) 成 立 . 那么 存在 M 同 构 a: Na 一 No, 使 


M N F*(G) = {rr°|z € N,}®. 


T 特别 地 , 4 G 可 解 时 成 立 . 
D FE MOF*(G) 是 Ni x Na HA RR” 
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证 明 i D:=MnNnF"(G). 那么 6.6.1 BS 
DNN,=1= Dn Ng. 


因为 G = NM, 得 到 F*(G) = ND. 因此, 对 每 一 个 ri e M 都 存在 唯一 的 
Zz2 € Na 使 zır: € D, 且 映 射 


a: Ni 一 No, T1 | Io 


是 一 个 同 构 . | 
并 且 因 为 M, No 和 DD 是 M 不 变 的 , 所 以 这 个 同 构 与 由 M 的 元 素 诱 导 的 共 
He AY Ae HR. 口 


现在 从 下 面 的 评注 开始 讨论 情形 (F3)( 对 照 1.7.1(b)): 
6.6.8 KF EG 的 极 小 正规 子 群 , MEG 的 一 个 使 G= FM 的 真子 群 . 
(a) ER U 是 下 的 M 不 变 真子 群 , 那么 UM 是 G 的 真子 群 . 
(b) M 是 G 的 极 大 子 群 当 且 仅 当 FNM 是 下 的 唯一 的 极 大 M PETR. 
证 明 (a) 可 得 到 (b). 对 于 (a) 的 证 明 , 用 由 假设 G = UM 而 导出 矛盾 的 
方法 来 证 明 . FEU 在 G 中 正规 , 从 而 F 不 是 G 的 极 小 正规 子 群 , 得 到 矛盾 ， 口 
在 情形 (F3), F*(G) 是 G 的 非 交 换 极 小 正规 子 群 . 研究 下 面 的 情况 : 
F FRG 的 非 交 换 极 小 正规 子 群 : 
M 是 G 的 使 G = FM 的 极 大 子 群 ; 
K 是 下 的 分 支 ; 
Mo := Nu (K); 
Go := E Mo; 
Go “三 Go/Coo(K). 
那么 K 是 非 交 换 单 群 且 FF 是 KK PNR. 事实 上 , 因为 G= FM, 所 以 这 些 
HME M POR. AA F&M, 这 证 明了 K <M. 
注意 到 K (< Go) AMT K, 从 而 是 


Go = K Mo 


的 极 小 正规 子 群 . 

6.6.9 ”假设 大 成立. 

(a) Mo 是 Go 的 极 大 子 群 . 

(b) BE Mo # Go, 那么 Mo 是 Go 的 一 个 本 原 极 大 子 群 . 

(ec) MoN Ke {MNEK,K}. 

证 明 O(a) 运用 6.6.8(b) 到 Go 和 My E (H K RË F) PARSE KA 
每 一 个 Mo 不 变 真 子 群 V 包含 在 KO M PRIT. 
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WU:=(V™). BAA UM = M RUM =G. 在 第 1 种 情形 有 V < KOM). 
而 在 第 2 种 情形 , 将 如 下 导出 矛盾 .注意 到 现在 U 在 G PEW. OF 的 极 小 
性 , 得 到 F = U， 另 一 方面 , HA re M\Mo 有 V* < K° 4K. Bes) 
U=VCpr(K)=F (5.6.5.3) 和 VF 于 是 V = K, FJA. 

(b) 因为 Mo # Go, 所 以 从 (a) 得 到 Mo 的 极 大 性 , 为 了 证 明 Mo 的 本 原 性 , 设 
N < Mo $Ë N a Go. BAA E £ Mo @ [N,K] =1. 因为 映射 


K= K, HP, r= 


是 N 同 构 , 得 到 N < Ce,(K), FH N =1. 

(c) E V = {ee KIE MOK}. 那么 V=JMonNK 且 VV 是 的 一 个 包 合 
Mon K 的 M 不 变 子 群 . 于 是 从 (a) 和 6.6.8 得 到 结论 . o 

6.6.10 ”假设 F 成 立 . 

(a) MR Kn M 关 1, 那么 My 是 Go 的 本 原 极 大 子 群 . 

(b) 如 果 KOM = 1, 那么 (b1) 或 (b2) WI: 

(bl) K < My = Go. 

(b2) Mon K =1 H Mo 是 Go 的 本 原 极 大 子 群 . 

证 了 明 (a) 如 果 My A Go. 从 6.6.9(b) 可 得 到 结论 . 假设 My = Go, WA 
K< MoMNK= MoNnkK Æ K 不 变 的 , 这 入 HATJA. 

(b) 这 从 6.6.9(c) 和 (b) 可 得 到 . 口 

下 面 的 猜想 可 用 单 群 分 类 定理 证 明 ， 

Schreier 猜想 设 互 是 一 个 单 群 . 4 Aut E/Inn EE BAR. 

由 这 个 猜想 , 能 够 证 明 6.6.10 中 的 情形 (b2) 不 会 出 现 . 

根据 48 页 3.1.9, Go 等 同 于 Aut K 的 一 个 使 到 =Inn KK 的 子 群 . 那么 有 


Go/ K <Aut K/Inn K. 
由 此 得 到 C/K 从 而 M = KMK 也 是 可 解 的 .又 因 K 是 非 交 换 单 群 得 
(K| > 2. 因此 由 6.6.3(c) 得 到 Mo 非 极 大 , 这 和 (b2) FA. 


FA K(X) 记 作 X 的 分 支 的 集合 . 设 FF 如同 下 中 所 规定 的 , W 是 FERF 
群 . 那么 ( 见 1.7.5) 有 


N= x , F=Nx ( x E) : 
EEK(N) BEK(F)\KUN) 


W Ee KF), 设 
Th: Foe 
E F 2 E ERS (用 relr) 表示 re FAR). 
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6.6.11 (Ri F 成 立 , H 
1=KONMAFOM. 


那么 存在 F 的 正规 子 群 M, N, 使 下 面 结论 成 立 : 
(a) F= Ni x- x N, B M 传递 地 作用 在 {Ni,… ,N,} 上 . 
(b) FAM = x (Ni nM). 
(c) 对 每 一 个 E e K(LN;), 映射 


Nin M > E, 其 中 , r relz) 


是 一 个 NulE) 同 构 (i = 1,--- ,r)®. 
(d) Mo = Go. 
证 了 明 设 D:=FNMM 且 


Fo: we(D). 


m . 
BeEK(F) 


D414F/h 41. MAN KOM =1 得 到 h gM, AF 的 所 有 分 支 在 MM 下 
Jtt. 因此 由 6.6.8(b) 得 到 Fy = F. 于 是 有 

(1) xg(D) = E, VE € K(F). 

选取 a c D# E rela) 关 1 的 大 (F) 中 的 分 支 FORA, 设 N 是 这 
些 分 支 的 积 , 即 

K(N) = {E € K(F)|rela) £ 1}. 
令 
C0 := DNN, 

注意 到 aue Cr# ACAD. MA, 对 EK(N) 814A rel) 了 wg(D). MH, HE 
的 单 性 和 (1) 得 到 rsfC) = E. 由 a 的 最 小 选择 得 映射 ree BPN. 因此 得 到 

(2) 对 每 一 个 E € KUN), 映射 


C+ E, 其 中 , r= ngle) 


是 一 个 D FIH. 从 GD =C 和 EP = E 知 这 个 同 构 和 DD 的 作用 可 交换 
现在 证 明 
(3) 设 deD 且 ceC 使 得 


HIE Ey E KIN) 有 reld) = relo). 


© 于 是 Nin M BEN, = x EWM. 


EERKLM:) 
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WA [N, det] =1. 
为 证 明 (3), Hee c. 由 (2) 得 


Telz") = npo (7) = rpo (a) md) = we, (2)"% = mE, (2°), 


而 因 rele EAH, 有 ct = 0°; 特别 地 , [C] = 1, 其 中 ,了 := de. 由 此 得 到 对 所 
有 的 EekKlN) 有 


1 = rellC, fl) = [re(C), reti) È (E, relf), 


FHA Z(E)=1 § we(f)=1. RAAT (3). 当然 ,用 Nm (me M) RE N 可 得 
(2) 和 (3) 也 成 立 . 

设 Ey E K(N)OK(N™) Bo d:=a™. H (2), FE ce C iÈ rtalo = 72, (d). A 
此 把 (3) 应 用 到 N 和 Nm 上 , 得 到 [NN™,dc-!] = 1. 连同 de“! e NN" 一 起 , 得 
到 4=ceNNN™, 从 而 由 a 的 极 小 性 得 出 N =N". 于 是 证 明了 

(4) Hf me M, ANON" =1RN=N™. 特别 Nu(E) < Nu(N), VE € 
KN). 

(4) 的 第 2 部 分 蕴含 了 : 对 所 有 的 E e KN), (2) 中 的 映射 是 一 个 Nule) 同 
H. 据 此 , 从 (2) 和 (4) 得 到 (a) 和 (c) 成 立 , 其 中 , N; 是 N ANSE. 并 且 由 (3) 首 
先 得 

D= (DNN)x Cp(N), 


重复 应 用 (3) 得 到 
D= x (N™ND). 


这 就 证 明了 (b). 最 后 , 由 (c) 得 到 (d). 口 

由 结论 6.6.5~6.6.11 得 出 

6.6.12 O’Nan-Scott EHU 设 M EG 的 本 原 极 大 子 群 . 那么 下 面 之 一 
成 并 : 

(a) F*(G) = F(G) H F(G) 是 G 唯一 的 极 小 正规 子 群 . 

(b) F(G) =1 E F*(G) = mxNa, 这 里 Wi 和 No 是 G 仅 有 的 极 小 正规 子 群 ， 
且 存 在 同 构 ma: Ny — No Œ F*(G)N M = {rr°|r € Ni}. 

(c) F(G)=1 H F*(G) Æ G 唯一 的 极 小 正规 子 群 , 并 且 下 面 之 一 成 立 , 其 中 ， 
符号 同 F 中 的 符号 : 

(cl) Mo 是 Go 的 本 原 极 大 子 群 ( 且 KOM Z1)®. 

(c2) Mo = Go H MNF =1. 


T Wirit [81] 和 [35]. 
D WREE Schreier 猜想 就 会 得 到 KOM #1. 
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(c3) Mo = Go, 1 = KOM AFOM, #4, F 同 6.6.11 中 所 述 . 

现在 对 O’Nan-Scott 定理 中 出 现 的 每 一 种 情形 都 给 出 一 个 例子 . 

情形 (a). G = Sa H M = S (< G), MG = S, H M = Ss (< G). 一 般 地 ， 
对 每 一 个 可 解 群 G, 只 要 (G) = 1 HG 恰好 包 会 一 个 极 小 正规 子 群 (a) 就 会 成 
EA 

在 其 余 的 情形 中 , F*(G) 是 G 的 分 支 的 直 积 . 对 于 情形 (b), (cl) 和 (c3), 设 


Kæ, H:=KxK 


BRteAut A it 
(ki, Ea) = (ka, ki), W(ki, ke) E H. 

用 这 些 数据 构造 一 个 使 F*(G) = HMR G( 和 一 个 本 原 极 大 子 群 M). 

情形 (b). G:= H H M := {(k,k)lk € K}. 

情形 (cl). G= (HH Æ HOA (H) 的 半 直 积 且 M BK 的 极 大 子 群 . 设 Ma := 
{(ki, ka)lki, ka € Mi} AM := Mit). 

情形 (c3). G 同 (el) 的 例子 中 的 群 , 但 Ma := {(k, k)|k € K} HM := Malt). 

情形 (c2). 在 交错 群 M := As 中 , 稳定 子 


Mo = x 三 Ag|6" = 6} 
是 同 构 于 As 的 子 群 . 设 CARR 
(As, M, Mi, 7), 


其 中 , r: Mo 一 Aut Ay 表示 共 叔 作用 , 即 Imr =Inn As ( 见 4.4 节 ). 那么 G 是 正规 
子 群 
As = As x As x A x As x As x As 


和 M 的 半 直 积 , A F*(G) = A. MA Ap 是 单 群 得 M 是 本 原 的 , 且 因 M 同 
Inn As 那样 作用 在 A 的 第 一 个 分 支 玉 宇 hs 上 ,得 到 1 和 KK 是 KK 仅 有 的 My 不 
变 子 群 . 于 是 由 6.6.8 得 到 MEG 的 极 大 子 群 (可 比较 6.6.9(a) 的 证 明 ). 


习 题 


设 G 是 一 个 可 解 群 . 

1. 设 U 是 一 个 本 原 群 且 是 如 的 极 小 正规 子 群 . 设 蝇 := G/N. 那 和 可 = 如 或 是 
C MARTH. 

2. U M U: 是 G HARTRARA |U] < |Us|. BAU, 和 Us HT FASE. 
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6.7 KEHTI 


在 本 章 最 后 的 这 一 节 中 , 给 出 Wielandt 的 两 个 关于 次 正规 子 群 的 定理 . 特别 
地 , 推论 6.7.6 (Baer 定理 ) 是 一 个 常用 的 结果 . 

6.7.1 ”定理 (Wielandt, [98]) 设 G 是 一 个 群 ,4 和 B 是 GG 的 次 正规 子 群 . 那 
么 (A,B) 也 是 G 的 次 正规 子 群 . 

证 明 EG 是 一 个 极 小 反例 中 ,Ss 是 G 的 所 有 次 正规 子 群 的 集合 . 那么 存在 
A,BES 司 (A,B) ¢S. 固定 B 且 选 取 Ac 5 Et (A, B) g S 的 极 大 元 素 . 由 此 
得 到 

(1) 如 果 A< X e sS, PA (X,B)e5. 

如 果 AaG, MAA 12 页 1.2.8 得 到 AB/AAdG/A, 于 是 (A,B) = AB ES. 
因此 

(2) A 在 GG 中 不 正规 . 

因为 Ac S, 所 以 存在 G HTH X AG, W 

(3) AX AG HAF X, GEG. 

因为 G1 在 G 中 正规 , MUHA be B 显然 有 A aG. HG 的 极 小 性 
得 

A < {AF} 3 4G). 


特别 地 , (4By e S. 如果 A < (43), 那么 (1) BAT 
(A, B) = ((A®), B) 4 3G, 
与 假设 矛盾 . 于 是 有 (43) = A, 即 
B < No(A). 
再 由 (1) 得 
Go := (X, B) 4 aG. 


如 果 G: 4G, 那么 同上 由 G 的 极 小 性 得 到 (A, B) 4G2, 从 而 (A,B) e 5S. 于 是 得 
到 
G= Gz = (X, B) < NglA), 


这 和 (2) FA. o 
下 面 的 引 理 给 出 了 次 正规 子 群 的 一 个 典型 的 性 质 (对 照 3.2.6): 


= 


他 这 意味 着 : 假设 定理 不 成 立 . WAFER G 满足 定理 的 假设 , 但 定理 的 结论 不 成 并 . 在 这 些 群 中 选 
W G E |G) 为 最 小 . 
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6.7.2 KOU ERG 的 的 次 正规 子 群 的 集合 , BME KO =r, D BEN 
个 真子 集 . BATE X e D\Ny 使 (50)* = (2) 

证 了 明 由 67.1 (5) 在 G PREM. 由 于 可 假设 (5) 关 G, 则 G 中 存在 一 个 
4,75 (Xp) 的 真正 规 子 群 G1. 因此 如 果 


y= {Ue SU < Gi} # Io 


对 |G| 用 归纳 法 , 应 用 到 G 上 便 可 得 到 结论 . 假定 D = m. 因为 Gf = G1 B 
re = F, 显然 有 (DiS = ¥,. 因此 (Io) = (Ey) 在 G 中 次 正规 . 口 
下 面 定理 的 证 明 核心 是 证 菜子 群集 合 包 含 唯一 的 极 大 元 素 吕 . 像 这 样 的 唯一 性 
结果 在 有 限 群 的 研究 中 是 经 常 要 使 用 的 . xX B® 所 用 的 唯一 性 结果 在 第 12 章 中 也 
会 用 到 , 分 别 把 它 列 出 来 ， 
6.7.3 BABRGHTR UB G 的 子 群 的 非 空 集合 .对 UEeU, 令 


Eu := {A"lg E G, A! a SU}. 


假设 对 所 有 的 UU eu a 

(1) AE Ly. 

(2) {B € BlB <U} S Ly. 

(3) FE Ü e U 使 No((Su n Eph sI. 
那么 包含 唯一 的 极 大 元 素 . 

证 了 明 设 


i= J Lu: 
UEH 


从 (2) 得 到 
Su ={BeS|IB<vu}, UEU. 


通过 反 证 法 证 明 结 论 , 假设 中 存在 两 个 不 同 的 极 大 元 素 U AUS. 另外 , 选取 这 
些 极 大 元 素 使 
fo = Ly, N Lt, 


是 极 大 的 . 根据 (3), Nel D 包含 在 U 的 一 个 极 大 元 素 Us P. Dy, 的 定义 表明 
T (号 ai 由 于 的 极 大 性 和 (3) 得 到 

(+) U: = Ne((S))), i= 1,2,3. 

特别 地 , Su, # Eu 


加 关于 包含 关系 
D 根据 在 证 明 中 所 用 到 的 方法 ，Wielandt 称 该 结论 为 链 引 理 ; 见 文献 [99] 第 586 页 . 
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Wie {1,2} 使 Ly, G Eu, WA, 由 6.7.2 MALE X © ZEn Eo = 
(Zo0). 由 此 得 到 XE EUs» 从 而 有 Žo Ç Sts NET,» 由 Ja 的 极 大 性 选择 得 到 U; = Us. 
因此 , 可 选择 记号 使 =U; H U, A U3. BA D = n, EA 


Ui = Nal (Ev) < Us, 


BN U = Ua, FJA. 口 
6.7.4 ”定理 (Wielandt, [98]) W 4 是 G 的 子 群 . 假设 


AJAA, A’), YgeG. 


那么 4 在 G 中 次 正规 . 
证 明 PERSIA A7, ce G, 定理 的 假设 也 成 立 ， 


ASA, A9) = A® a (A®, AD). 


对 |G| 用 归纳 法 且 假 设 4 在 G 中 不 正规 . 设 是 包含 4 的 G 的 所 有 真子 群 的 集 
合 ; 特别 地 , 因为 4 在 G 中 不 正规 , 所 以 (A, A9) CU, Yge G. HU CU. 由 对 |G] 
的 归纳 , 假定 

Ey := {A*|A* < Ur € G} 


的 每 一 个 子 群 在 U 中 正规 又 对 DC Sy MACH FA 
A(X). 


因此 (Do) 在 G 中 不 正规 .由 此 得 到 Notio) cu, 从 而 满足 6.73 的 假设 . 于 是 
G 中 存在 极 大 子 群 M 包含 (4, A9), Yg e G. 因此 


于 是 AAdG, 这 和 假定 矛盾 . 口 
容 零 群 的 每 一 个 子 群 都 是 次 正规 的 ,由 此 得 到 下 面 的 推论 ; 
6.7.55 设 4 是 G 的 子 群 . 假设 对 每 一 个 yeG 有 {4,49) BE. 那么 AG, 
特别 有 A< F(G). o 
AA p FRESH, 得 到 另 一 个 推论 : 
6.7.6 Baer EH) Wee G WN pK. 假设 对 每 一 个 ye G，(z,zoy 都 
是 一 个 p TI. 那么 x € O,(G). = 
对 素数 2 有 
6.7.7 Wt eG 的 一 个 不 在 OG) 中 的 对 合 . 那么 存在 奇 阶 元 素 ye G# 使 
yt — gs 
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证 明 ”由 6.7.6, 存在 geG 1H (t,t?) 不 是 2 子 群 .那么 由 27 页 的 1.6.9 得 到 
d := tt 不 是 2 元 . 因此 存在 奇 阶 元 y E 1#y e(d), HH 169 By =y. 0 
下 面 的 引 理 类 似 于 6.7.6, 将 在 第 10 章 和 第 11 章 中 得 到 应 用 . 
6.7.8 Matsuyama 引 理 8 设 2,Y 是 GG 的 子 群 且 pe 7x(G). 假设 


(ZY) 是 一 个 p 子 群 ， vg e G®. 
那么 存在 G 的 一 个 Sylow p 子 群 P, 使 
(Z9\g € G,Z9 < P) 


被 Y 正规 化 多 . 
证 明 Bi M 是 G 的 所 有 满足 性 质 


Z€Q, 0= (ZEG, 29 <Q). 


的 Y AE p THO 的 集合 . 由 假设 , (2Y) 包含 在 At 中 : 特别 地 ，At SES. HQ 
是 At 的 极 大 元 素 且 
Q < Pe Syl,G. 
设 
L:={Z%|gEeG, 2 <P}, mm:={2" geG, 2 < Qh. 
那么 Q = (Xo), E D = LD, 则 结论 得 证 . 

于 是 , 可 假设 D cS. AA P 的 所 有 子 群 在 P 中 正规 , 可 运用 6.7.2. 因此 ， 
存在 29 e 古色 使 29 < NolQ). MA, AA QY =Q, HA (29) < Nae(Q). 由 此 
得 到 QZY) e M, 这 和 Q 的 极 大 选择 矛盾 . 口 

习 题 

HG ER. 

1. HHA9G. 那么 , HAHAH pe P Al S eSyl,G, # HOS eSyl, H. 

2H H EG 的 可 解 子 群 且 满 足 

对 所 有 的 peEP 和 SeSylsG,， 有 HNS eSyl H. 
HA HEG PREM. 

E DEGU p HHHBA, per. 

5. 如 果 (D) 不 是 一 个 p 群 , 那么 存在 rye DrAgA yE (ry) PR. 

42 ECD 且 |E| 是 满足 条 性 


D RAAT 29 aA Y), vo eG. 
@ Æ 7.1.9 中 , 这 个 子 群 记 作 wilg (2, P). 
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(+) E ze (E) 的 一 个 共 辆 类 
中 极 大 的 . WA (Ee) 4 4G. 
5. HRG=(D),ECD H \E| 是 满足 条 件 
(*) EAD BE 是 (EY 的 一 个 共 辆 类 
中 极 大 的 . MARAE ECU HU = (UN DY 的 GG 的 子 群 U 的 集合 包 舍 唯一 的 极 大 元 素 . 
6. (Baumann, [25]) E7} G HATE UL- 有 DCECUU:..UU, 且 G= (DD. 村 
生子 入 站 十 二 


第 7 章 ”转移 与 p BH 


7.1 转移 同 态 


寻求 非 平凡 的 真正 规 子 群 常常 是 有 限 群 研究 的 第 一 步 . 如 果 群 G 有 这 样 一 个 
正规 子 群 N ,那么 在 证 明 中 经 常 可 由 归纳 法 得 到 关于 N 和 G/N 的 信息 , 这 样 就 
可 能 得 到 对 G 所 要 的 结论 ( 见 6.1.2). 

因为 正规 子 群 是 同 态 映 射 的 核 , 所 以 为 寻找 正规 子 群 去 构造 G 的 同 态 也 是 一 
个 办 法 . 困难 的 地 方 是 确定 这 样 的 一 个 同 态 的 核 是 否 为 G 的 非 平 凡 的 真正 规 子 群 . 

FTH, 设 PP 是 G 的 一 个 子 群 . 本 章 定义 了 一 个 从 G 至 交换 群 P/P' 的 同 态 r, 
mR P 是 G 的 一 个 Sylow p TH, 那么 它 的 核 和 像 都 可 以 用 p 元 素来 描述 . 这 就 
体现 了 前 面 所 提 到 的 “ 群 的 结构 可 从 它 的 p 结构 导出 ”这 样 一 个 原理 . 

如 果 G 是 非 交 换 的 , 那么 因为 G/Ker r 是 交换 的 , 显然 有 Ker r 是 非 平凡 的 . 
因此 , 或 者 G 包含 一 个 非 平凡 的 真正 规 子 群 , 或 者 G = Kerr. 在 第 2 种 情形 , Ker 7 
可 由 yp 元 素 在 G PASSE ATR, 这 将 给 出 关于 G 的 结构 的 信息 . 

设 


是 P 的 换 位 子 商 群 且 


是 到 交换 群 P AARS. 
设 5 是 子 群 PERG 中 的 代表 系 的 集合 . 对 RSESR 


Rs:= TI rs EP). 
"Peake 
[对照 57 页 的 定义 .) AAA RAR P 中 的 元 素 , 所 以 这 个 积 不 依赖 于 它 
们 的 排序 . 同 3.3 节 , 对 RR,5,T eS 下面 的 性 质 成 立 : 
(1) (RIS)?! = S|R. 
(2) (RISYSIT) = RIT. 
研究 GS 上 的 右 乘 作用 


s PES so. 
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那么 有 
(3) (Rg|Sg) = RIS 
H 
(4) (Rg|R) = Sgls. 
对 于 (4) 的 证 明 , 注意 到 有 


(Rg|R)(Sg|S)~! = (Rg|R)(RISg)(RISg) (SgS) 
= (Rg|R)(R\Sg)((R|Sg)(S9\S))~ 
2 (Rg|S9)(RiS)* Ê 1. 


7.1.1 BES wWSeS. 映射 
TG=P : G — P, 其 中 ， gre glS. 


te TA RFRA 5 E S 的 选择 的 同 态 . 
HEAR ”由 (4) 知 论证 不 依赖 5 的 选择 . 对 z,ye G 有 


Sryls È (Szy|Sy)(Sy|S) = (Sz)y|Sy)(Sy|S) Ë (Sz|S)(SyIS). 


因此 tgp 是 一 个 同 态 . 图 

下 面 对 ze G, 计算 转移 r-r. 为 此 ,研究 (z) BERERE N := {Pglg € G} 
上 的 作用 . 设 M, O Æ R RI (2) 轨道 是 Pq; e R. 那么 存在 olr) 的 一 个 因子 
ni TE (x™) 是 (x) 在 2, 上 作用 的 核 . 

i=l, ,大 有 

k 

en; = |f] HS ni =|G: PI. 

e f= {Fg pai i 

e Pgiz™ = Pg, 从 而 有 gizx™'g; € P. 

特别 地 ， 


i U {gix"| 7 =0,--- ny 1} 
i=1,---,k 


是 S 的 一 个 元 素 且 满足 


{gia}, gelled, 


Sr Pas = 
: {aiz™ }, j= |: 


因此 有 
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k h 
(5) OP = | | 929; *. 

i=l 
> 

= iy y ly yt E P, gE G} 
而 y-1y9 = [y, 9], 于 是 有 
P <P < PNG. 

用 这 个 记号 得 
7.1.2 对 zeP, 有 (zo-r)Ps =z lps, 
证 了 明 ”对 (5) 中 的 每 一 个 因子 有 


i gr! = tans esp 


从 而 有 


= gi" = 0:P| (mod P”). 


TO== P 
yer 


口 
现在 设 r 是 一 个 非 空 素数 集合 , A P 是 G 的 Hallr TH. MA PC'/G' = 
O,(G/G'), 且 由 36 页 2.1.6 得 


GG = PG'/G’ x Ow (G/G). 


记 G'(r) 为 Ow(G/G" 在 G 中 的 道 像 . 那么 G'i) 是 G 的 使 G 有 交换 r 商 群 的 
ENETHOD. 因为 G = PG'(m), 得 
(6) PNG (zr) = PNG APNG =G/G(z). 
7.1.3 定理 设 P 是 G 的 Hall7 子 群 . 那么 
P=PNG(r)=PNG' H P/P* = G/G'(z). 


更 确切 的 有 Kertc.p = G'(r) H P= P*xIm tg p- 
证 明 设 r:= reup. AH P E Hall + TEUR (PIIG : Pl) =1. 因此 7.1.2 
He T MMA ce PA | 
(a P*) = (z)P* 
( 见 1.4.3(b)). 由 此 得 到 Pa Kerr < P*, 从 而 由 p' <p 有 
Pakerr<P*, 和 P= P*imr. 


D 用 6.3 节 中 的 术语 有 G(r) = OF(G), 其 中 , K 是 交换 r RRR. 
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pe 
反 过 来 , H r 是 一 个 到 交换 r 群 巨 中 的 同 态 得 G(r) <Kerr. 由 此 得 到 
P* < Pane Ë Pana (a) < PNKerr, 

于 是 有 P* = PoKert = PNG(r) = POG". 因此 得 
|G/G"(x)| > |G/Ker7| = |Im7] > |P/P*| = |P/P n G'| © |G/G'(n). 


RAAT Kerr = G'(r) H |Imr| = |P/P*|. 又 因为 PP = PrIm7, Alt P = 


P*xImr. 0 
作为 推论 , 有 
7.14 Ët P ÆG Hal r FHE PP, W GOG). 口 


7.1.3 和 7.1.4 的 重要 性 主要 在 于 : 如 果 知 道 了 P 的 哪些 元 素 在 G Hit, 那 
么 就 可 以 在 P 中 计算 子 群 PnG'D. 对 r = {p} 一 一 根据 Alperin 融合 (Fusion) 定 
理 四 一 一 这 个 共 二 出 现在 某 个 非 平凡 p 子 群 的 正规 化 子 中 . 这 个 结果 的 一 种 很 
特殊 的 情形 很 早 就 知道 , 即 

7.1.5 Burnside 引 理 ([4，155 W) 设 已 是 G 的 Sylowp 子 群 A, A A 
是 已 的 正规 子 集 包 . 如 果 A 和 4; 在 G PIM, 那么 它们 在 Ne(P) PIER. 

证 明 设 geG 使 49 = Ap. 于 是 P< Ne) MAT Po < Ne(41) = 
Ne(4a). 因此 , 已 和 Ps 是 We(4z) 的 两 个 Sylow p 子 群 ; 特别 地 , 它们 在 Na (Ap) 
"PIER. 设 ze Nolda) 使 Po = P. BWA y:= gee Ng(P), AY = Ao. o 

WR 已 是 一 个 交换 Sylow p FH, 那么 7.1.5 能 应 用 到 P 的 所 有 子 储 上 , 特别 
有 

r TIEP geGc= AFTER y © No(P) oF = xv, 


He T P* = {zr-!zy|y e Ne(P), xe P}, Mi 7.1.3 得 到 
716 定理 WP GC 的 交换 Sylow p FHA H := No(P), M) PAG = 
PoH’ H 
_ P/POH' = G/G"(p) = H/H'(p). 


RZAPEGHTHZ<P. 如 果 
2 上 有 二 个 人 29 一 了 


WER 2( 关 于 G) 在 P 中 弱 闭 (weakly closed). 


D 这 叫做 P 在 G 中 的 化 子 群 . 
D 就 是 说 , A = AT, vz € P. 
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7.1.7 WP ESylp (G), Z < Z(P) AZ P PBA. 假设 yeP 和 geG 
使 we P. 那么 存在 WE No(Z) E y =y. 

证 明 EF y e PN Ps, 从 而 有 (Z, Z) < Calut). 由 Sylow 定理 知 , 存在 
cE Colyn 使 得 (29, 2°) 是 p 群 . 再 次 用 Sylow 定理 得 到 , 存在 某 个 heG 使 


(ze go = eh <P 
因为 2 在 P PA, 所 以 z = 2 = 从 而 有 
g' := ge} € Ne(Z). 


于 是 由 ce Coly’) 得 yr =y. 口 
利用 7.1.3, 从 7.1.7 得 到 下 述 结 论 : 
7.1.8 Grin ( 属 吕 因 ) PH] ik P ÆG fh Sylow p FH, Z < Z(P) H 
2 在 P PSR. $ H := Nc(2). WA POG’ =PoOH' H 


P/P nG = G/G'(p) = H/H'(p). 


特别 地 ， 
G#0"(G) #H #0"(H). 口 

用 一 个 关于 弱 闭 子 群 的 基本 评注 来 结束 本 节 :; 

7.1.9 #8 P ÆG 的 Sylow p THR, Z 是 P 的 在 NalP) 中 正规 的 子 群 . 那么 
下 面 的 两 个 结论 等 价 ; 

(i) 2 XF G E P PRH. 

(ii) Z < ReSyp G> ZAR. 

证 明 (s (ii). WR Z< R=P7', geG, 那么 29 <P, Am 79 = Z. 
orby. 

(ii) > (i). 设 29 < P. 因为 对 2 AMAR (ii) 也 成 立 , 得 2Z9 4 P. 由 7 了 7.1.5 
知 , 存在 ye No(P) 使 2Y = 279, 于 是 由 假设 得 到 23 = ZY = zZ. 口 

设 Z 和 PP 是 G 的 子 群 , 2 < P. TH 


welg(Z, P) := (2%|\g € G, 29 € P) 


叫做 Z 在 P 中 (关于 G) 的 弱 闭 包 (weak closure)®. 
显然 弱 闭 包 welg(Z, P) 在 NalP) 中 正规 且 在 P 中 弱 闭 . 特别 地 , 得 到 一 个 类 
WF 7.1.9(i 的 结果 : 


welg(Z, P) < R €Sylp G +welg(Z, P) =welg(Z, R). 


` } J 
T HA 6.7.8. 
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7.2 正规 p 补 


G 的 一 个 正规 子 群 N 叫做 G 的 正规 p 补 (normal p-complement), 如 果 G 是 
N 和 G 的 一 个 Sylow p 子 群 的 半 直 积 . 这 等 价 于 


Op (G) = N = OP(G). 


换 名 话说 , 正规 p 补 的 存在 性 等 价 于 G 是 p 闭 的 . 如 同 在 6.3 节 中 所 知 , 具有 正规 
p 补 的 群 的 子 群 和 商 群 也 有 正规 p 4b. 

从 7.1.6, 得 到 - 

7.2.1 定理 (Burnside(|4, 327 页 )) wP ÆG H Sylowp TE. 假设 No(P) = 
Co(P), BA G 有 正规 p FP. 

WA B H = No(P). WA P< Z(H), 所 以 卫 是 交换 的 ; 由 58 页 3.3.1, 存 
在 王 在 互 中 的 补 A. 于 是 由 P < Z(H) 83] H= Px A, Mil H'NP=1. 再 用 
7.1.6, 得 到 结论 . 口 

如 果 7.2.1 中 的 P 是 循环 的 且 p 是 |G| 的 最 小 素 因 子 , 那么 由 3.1.9 和 2.2.5(a) 
得 到 Ne(P) = CefP). 由 此 有 以 下 的 推论 : 

7.2.2 RE G 的 Sylow p 子 群 循环 , 其 中 ,yp 是 |G| 的 最 小 素 因 子 . 那么 G 有 
正规 p 补 . 口 

下 面 的 结论 将 在 下 一 个 定理 的 证 明 中 用 到 . 

7.2.3 WG 是 正规 子 群 NATE P 的 半 直 积 . KE 2 是 PP 的 一 个 子 群 且 
有 geG 使 29 < P. MARE ce Pt 29 = 77. 特别 地 ，P 的 每 一 个 正规 子 群 
在 P PHH. 

证 明 AA G=NP, 所 以 元 素 g 可 写成 g = yr, 其 中 , ye N, re P. 于 是 
Zs PRT ZY 荆 忆 这 表明 了 对 所 有 的 cc ZA 


[zy] =z y eNnNP=1, 


从 而 有 yE Co(Z), 得 29 =z., 口 
7.2.4 Frobenius 正规 p 补 定理 [中 ik P ÆG 的 Sylow p FH. 假设 对 
P 的 每 一 个 非 平 凡 的 p TE U, Ne(U) 有 正规 p th. 那么 G 也 有 正规 p4h. 
证 明 ”显然 , 如 果 已 = 1, 那么 GAEM pth. 于 是 可 假设 P41. 从 而 有 


Z := Z(P) #1. 


Ri fi H := Ne(Z) 有 正规 p Fh; 特别 地 , OP(H) £ H. 下 证 : 
2 在 PP 中 弱 闭 . 
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AA’) 和 Grin 定理 便 可 以 得 到 O(G) + G. 因为 条 件 是 子 群 遗传 的 , 所 以 对 
IG| 用 归纳 法 可 假定 O(G) AEH pth K. BAK AG A G/K 是 一 个 p 群 . 
lt K EEG 的 正规 p 补 . 

ATE ('), 只 要 证 明 冀 含 关 系 


Z< ReSyp Gs ZaR 
即 可 ( 见 7.1.9). 因此 , 假设 存在 ReSylpG E Z<RA ZAR. A, AE R tk 
S := Na(Z) 


是 极 大 的 . HS <T €Syl,No(Z). AA S< RAT eSyl,G,AS<T. 于 是 由 
3.1.10 得 到 
5 < Nr(S) H S < Nr(S). 


设 M := Ne(S) 且 Nr(S) < Ti Syl) M. MAH S 的 极 大 性 知 2 ET PER. 因 
为 由 假设 M 有 正规 p 补 ,所 以 7.2.3 蕴含 了 Z 关于 MENT 中 弱 闭 . 但 由 7.1.9 得 
Z 正规 于 M 的 每 一 个 包含 Z 的 Sylow p TH. 因此 Z <a Na(S). 这 和 S < Nk(S) 
FE. 于 是 (') 得 到 证 明 . E 

“4 p 2 时 , Thompson 相当 大 地 改进 了 上 述 定理 . 在 9.4.7 中 , 将 给 出 Thomp- 
son 正规 p 补 定理 的 一 个 版 本 : 对 奇 素数 p, 证 明了 如 果 No(U) 有 正规 p HMA G 
也 有 正规 p 补 , 其 中 , U 是 P 的 某 个 特征 子 群 呈 . 


>] 题 


#GBRA PEG H-TTRH. 

KP < Z(G). 那么 对 每 一 个 zxEG FA r-r Hal, 

. 如 果 PEG 的 交换 Hal FH, 那么 POG NZ(G)=1. 

. BE G 的 所 有 Sylow 于 群 都 是 交换 的 , 那么 C'n Z(G) =1. 

. # P ÆGIR Sylow p TH. 那么 G 有 一 个 同 构 于 Z(Ne(P)/)OP 的 商 群 . 

. 8 P EG 的 一 个 使 Na(lP) = CelP) 的 Hall FR. H4PEG 中 有 一 个 正规 补 . 

. 假设 对 G 的 每 一 个 非 平凡 的 p FH P, Ne(P)/Ca(P) 是 p E. 那么 上 有 一 个 正规 p 


a of e 8 Bo -= 


补 . 

7，(Iwasawa( 岩 译 )，[71]) 假设 G 的 每 一 个 真子 群 都 是 宕 零 的 , 那么 G TRA. 

8. WE G 有 一 个 窒 零 的 Hall r FH (r C r(G)), BA G P r Sylow 定理 成 立 . 

9. 设 5eSylzaG E S = H(a) 如 同 110 页 5.3.2(d) 中 的 情形 , 那么 G4 07(G). 

10. 设 G = O23(G). 假设 G 有 一 个 二 面体 或 半 二 面体 Sylow 2 FH, 则 G 的 所 有 对 合 在 
G PHH. 


D 在 9.4 节 的 记 法 中 , U = WP). 
© oth 6.1 WES 10. 
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11. & G 是 一 个 其 Sylow 2 子 群 的 阶 至 少 为 16 的 (广义 ) 四 元 数 群 的 完备 群 ， 那么 对 c 
的 每 一 个 对 合 t, 有 Colt) 非 可 解 . 

12. 证 明 具 有 可 解 Frobenius 补 的 Frobenius 群 的 Frobenius 定理 4.1.6. 

设 p 和 g 是 两 个 不 同 的 奇 素数 . 记 域 2/pZ 的 乘法 群 为 2, > Zp = 位 ,FP 一 了 }, 其 中 ， 
三 2 十 PB. 此 外 还 地 


p=1 

R:= i1,- 一 一 一 
人 1 9 上 

— 1 
s= {ue th, 


F(z,p) := {r € R|(-rz + pZ)N R # Ø}, 
F(z,q):= {8 € S|{-sz +p2) NR Ø}, 
M := { (a,b) € Rx S|- 1 < bp aq< ads 


13. & H := {1,p—1} < Z5 H R= {zc € R}. 那么 对 所 有 的 王 e Z* 有 
(a) RH H ET 中 的 代表 系 . 

(b) zT" 一 了 时 = (TIE, 

(c) T RZ, 中 的 平方 元 当 且 仅 当 |F(xw,p)| 是 偶数 . 

14. (a) |M| = |F(q,p)| + |F (p,q). 

(b) 映射 


e:RxS—+Rx S, Hh, (ab) = (H -a tH ) 


是 在 Rx S 上 的 对 合 双 射 , HWE 


(i) Me = M. 
(i) y # y, Yy € (R x S)\M. 
(c) ZH L = |Fla,p)| + |F(,@)| (mod). 


15. 用 习题 13 和 14 证 明 Gauss( 高 斯 ) 二 次 互 反 律 . 
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群 4 在 集合 G 上 的 作用 由 同 态 
n:A— So 


所 描述 , 见 3.1 节 . 假设 G 不 仅 是 集合 而 且 还 是 群 , 那么 Aut G < Sc, HMR 
Im r 是 Aut G 的 一 个 子 群 , 则 说 r 描述 了 4 ER G 上 的 作用 . 换 句 话说 , 此 时 
AEG 上 的 作用 不 仅 满足 ©, 和 Oo, MAWE 


O, 对 所 有 的 gheG 和 和 ae A, 有 (gh)* = g'h". 


共 轿 作用 也 是 满足 O 的 作用 的 一 个 非常 重要 的 例子 . 例如 , 如 果 AE H 
的 子 群 且 G 是 五 的 正规 子 群 , 那么 ATHARE G 上 . 事实 上 , 在 半 直 积 
Ax, G PH r PTH ER A Æ G LASSE ed ( 见 26 页 ). 

在 本 章 中 , 有 时 用 半 直 积 是 比较 方便 的 (甚至 是 必须 的 ), 这 样 就 可 以 应 用 一 些 
定理 , 如 Sylow 定理 或 Schur-Zassenhaus 定理 . 把 Ax, G 简 记 为 AG. 


8.1 在 群 上 的 作用 


WH 4 作用 在 群 G 上 . 首先 介绍 一 些 记号 , 如 果 4 和 G 构 入 它们 的 半 直 积 
中 , 那么 这 些 记号 就 和 以 前 的 记号 是 一 致 的. 
MUCGMBCA, W 
Na(U) = {be B|U® =U}, 
Ca(U) := {be Blu’ =u, Vu € U}, 
Cola):= {ue Uju" =u} {a €A), 
cr) := f| Cu (b). 
bEB 


ColA) 是 A Æ G 中 的 不 动 点 (fixed points) TEF, Ca(G) 是 4 在 群 G 上 的 作 
用 的 核 . 通过 


gS" ge (g EG, ae A) 


商 群 A/Ca4(G) 忠实 地 作用 在 G E. 
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在 较 一 般 的 情形 下 也 用 换 位 子 记号 
[gal:=g gg (geG, a€ A), 
U,a} := (Ig.allg€U) (ae A, UEG), 
IU, B] := (Uallae B} (BC A). 


类 似 地 , 定义 [a,g] 一 gg [a, U] 和 [B, U]. Æ 1.5 节 中 给 出 的 换 位 子 关系 在 
更 一 般 的 情形 下 也 成 立 : 


UB]: = (U*, B*| (acA), 
[A, G] = [G,A], 
U < Ce(a) > [U, A] = 1. 
特别 地 , 三 子 群 引 理 成 并 
XV2= zxr (2x ys 
其 中 , X,Y,Z 可 以 是 G 或 4 的 子 群 . 20 页 1.5.4 的 结果 现在 就 成 为 
[gz,a] = [g,a]*[z,a] (x E G, a € A). 


从 这 一 条 可 以 得 到 [G,4 是 G 的 4 不 变 正规 子 群 . 
8.1.1 设 U 是 G 的 A 不 变 子 群 , 则 


IG, A] £ U $ Ug = Ug, Vo € G, a EA. 
证 明 对 ae 4 和 geG 有 
(Ug) =Ug loUg =Ug™ = [g, a] €U. 口 


8.1.2 设 N 是 G 的 4 不 变 正规 子 群 . 

(a) WR 4 平凡 地 作用 在 G/N E, WA [G A] SN. 

(b) 如 果 4 平凡 地 作用 在 N E, 那么 A 也 平凡 地 作用 在 G/Ce(N) E. 

(c) 如 果 A 平凡 地 作用 在 N 和 G/N E, 那么 [GA] < Z(N) 且 A’ < Ca(G). 
证 明 (a) 从 8.1.1 可 得 到 (a). 

(b) 设 [N, A] =1. WA 


LV A, G] = 1 = [G, N, A], 
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从 而 由 三 子 群 引 理 得 到 [A,G,N] =1. 于 是 [A,G] < Co(N), W 4 平凡 地 作用 在 
G/Ce(N) E". 
(c) 从 (a) 和 (b) 得 到 


[G,A] < NNCe(N) = Z(N). 


于 是 有 [G,A,A] = 1 = LG,4， 再 由 三 子 群 引 理 得 到 所 要 的 结论 [AG] = 
[A, A,G] =1. 

8.1.3 设 4 是 一 个 p 群 . 那么 G 中 存在 A 不 变 的 Sylow p TH. 

证 明 设 4< 五 csSyl AG. MBA P := PAG 就 是 所 求 的 Sylow p 子 群 ( 见 52 
页 3.2.5). 口 

8.1.4 HAE pt. 

(a) MR pe x(G), BA Co(A) #1. 

(b) 如 果 G Æ p 群 , WA [G,A] <G. 

证 明 (a) 由 8.1.3, G 中 存在 一 个 4 A Sylow p TH P. Bit, P 是 半 直 
积 PA 的 正规 子 群 , 因为 AP 是 一 个 p 群 , 从 3.1.11(a) 得 到 (a). 

(b) 这 就 是 5.1.6 的 (iii). 口 

8.1.5 设 KK 是 G 的 一 个 4 合成 因子 且 K 是 p 群 . 那么 [K,O,(A)] =1. 

证 明 pf B= OA) EHE p K E, 于 是 由 8.1.4 #3 Cr(B) #1. 
AK 是 一 个 A 合成 因子 且 Ck(B) 是 一 个 4 不 变 的 , 得 到 CR( 互 ) =K. O 

假设 G 有 一 个 在 4 下 不 变 的 直 积分 解 

G=E x x En 
即 
对 所 有 的 aEA44 和 iEe fly n} 有 EE {Ei Enp: 

再 进一步 假设 4 传递 地 作用 在 {E , En} 上 , 比较 不 动 点 子 群 .Ce(4) 和 Cp, 
(Na(Ei)). 

it 

Eeé{E,,---,En}, B:= Na(E) 

且 5 是 B 在 4 中 的 陪 集 代表 系 , 则 

(+) G = {EB = x, E 

在 上 述 的 假设 下 , 下 面 的 结论 成 立 : 

8.1.6 (a) Ce(4) = 4 [] ees Ce(B)}. 


ses 


* 为 便于 读者 理解 , 增加 了 最 后 一 名 论述 . 一 一 译 者 注 
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(b)® 如 果 B 平凡 地 作用 在 E E, HA 已 < 互 使 (PE) = 五 , 则 


G= (cow I] r), 


ses 


证 明 (a) 设 geG 且 


F := {I ele € cz] , 


sES 


因为 5 是 一 个 代表 系 , 所 以 对 每 一 个 (s,a) e Sx A 存在 唯一 的 (bls,a),sajeBxs 
使 
sa = bls, a)sn: 
注意 到 在 这 里 映射 s sa 是 S 上 的 双 射 . 
设 g= | eeF. 那么 对 每 一 个 ae A, H ee Crb) 得 


ses 
g" = I] asa — I] ablan)sn ne I] ete = g. 


aeS ses aes 


FÆ F < Col). 
Hg € Cela). 由 (+) 知 g 有 唯一 的 表示 


g= [Je (es € E"). 
aes 
对 所 有 的 as A, 有 
[]e-=9=9° = |] et, 


seS seS 
从 而 由 表示 的 唯一 性 得 到 
{e,|s € S} = {e,"|s € S}. 


设 so E€ BNS, e:=e,,. 那么 对 所 有 的 be BA ce =e, Mit g= |e’ E F, 因此 


Co(A) < F. 
(b) 从 (a) 得 到 


Ce(A) = i e*le & eh d 


aes 


QD 这 在 第 9 章 中 要 用 到 . 
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AN ses E 
(Pye) SPES (PP ae. 
这 就 得 到 了 (b). 口 
用 一 些 关 于 循环 算 子 群 的 评注 来 作为 本 节 的 结束 . 
8.1.7 A= (a) 循环 . 那么 对 z,yeG 有 


ix, a] = fy, a] © zy EColA). 


特别 地 , |G : Cola) 就 是 换 位 子 [x,a], z € G ATR. 
证 阴 ata” = yo ly" S yr) = yr’ & yr! = (yr!) & yx! € Cela). 
CJ 
8.1.8 A= (a) 使 得 [G,a?]=1 且 G 是 奇 阶 的 , 则 


{z € G|" =7}= {[z, a]|x € G} 


H Cela) 在 G 中 的 每 一 个 陪 集 怡 含 一 个 换 位 子 [x,a]. J 
证 明 ”因为 [G,a3] = 1, 所 以 对 每 一 个 换 位 子 [x,a] 有 


(x, a]? = (rz) = p'r” = g^ = [x,a]~*. 


如 果 能 够 证 明 Cola) 的 每 一 个 陪 集 至 多 包含 一 个 使 得 zx" = 2) 的 元 素 r, 那么 从 
8.1.7 就 可 以 得 到 结论 . 
设 = 和 zf 是 两 个 这 样 的 元 素 , 其 中 , f E Cela). 那么 有 


t=, (af) =fr H f= f. 


meee T 
fla t= af Iaf, 

因此 fe = f-!, 于 是 S = 了 因为 z 为 奇 阶 , 所 以 (x°) = (z). 因此 了 = o 从 
而 因 f 是 奇 阶 而 得 到 f = 1. 口 

如 果 

Cel4) = 1, 

则 称 算 子 群 A 无 不 动 点 (fixed-point-freely) 地 作用 在 G 上 . 类 似 地 , MRM ae A 
有 Cala) = 1, 则 称 a 无 不 动 点 地 作用 在 G 上 . 

从 8.1.4, 得 到 

8.1.9 设 4 是 p 群 .假设 4 无 不 动 点 作用 在 G E. 那么 G 是 一 个 p E. 


D 在 半 直 积 S := (a)G 中 , 这 个 数 等 于 jas| 
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8.1.8 AAT 
8.1.10 设 a 是 G 的 2 阶 无 不 动 点 自 同 构 . 那么 对 所 有 的 xeG 有 
Ta = g! 
特别 地 , G 是 交换 的 由. 口 


对 任意 的 peP, 由 p 阶 无 不 动 点 自 同 构 的 存在 也 可 得 到 关于 G 的 结构 的 结 
论 , 此 时 , Thompson 的 一 个 定理 证 明了 G ERF. 但 因 这 个 定理 的 证 明 需 要 
Thompson 的 另 一 个 基本 定理 ( 见 9.4.7), 所 以 把 这 个 定理 的 证 明 推迟 到 9.5 节 而 继 
续 讨 论 无 不 动 点 作用 . 这 里 , 强调 对 无 不 动 点 自 同 构 , 归纳 法 是 有 效 的 . 

8.1.11 Ha 是 G 的 无 不 动 点 自 同 构 . 

(a) G = {[z, a]|z € G} = {77 12°|r € G}. 

(b) 对 每 一 个 pe n(G), G 中 存在 一 个 a PRIH Sylow p TE. 

(c) WN GH a 不 变 正 规 子 群 . 那么 a 无 不 动 点 地 作用 在 G/N E. 

证 明 8.1.7 就 是 (a). 对 于 (b) 的 证 明 , 设 P eSyl,G H g e G 使 得 Pa = Po, 
由 (a), 存在 zeEC 使 9=z-l1z2. 于 是 由 


(P* = por — pos™ ~ prea" _ pa 


得 到 (b). 
(c) 设 对 某 个 ze G 有 (2N) = zN, N z e N. M4, 把 (a) 应 用 到 
(N ala) 上 可 证 得 存在 y E N EA rlr =y yy. BHT 


一 全 a 


yo = y'r" = (yT 


MMA «=y,2N =yN=N., 口 
Frobenius 群 提供 了 无 不 动 点 作用 的 例子 . 
8.1.12 WG IEPA Pe 了 和 正规 子 群 KK 的 半 直 积 . 那么 下 列 命题 等 价 : 
(i) G 是 一 个 有 Frobenius 补 H 和 Frobenius 核 K 的 Frobenius 群 . 
(ii) 对 所 有 的 he H#, Ci(h) = 12. 
证 明 ”由 分 解 式 G = HK 和 64 页 4.1.7 得 到 


ü) s HNH” =1,vre K*. 
为 一 方面 , 因 HNK = 1 得 到 , HAAR he HY Are K* 有 


h” € HNH” 7 lh lrh=[r,he HNK & zE Cr(h)*. 


a 


De 16 页 习题 4. 
@ a 不 变 等 于 (a) TE. 
@ 就 是 说 , ETHE) 无 不 动 点 的 作用 在 K E. 


8.2 HEH - 139 . 


于 是 得 出 ü) 和 (ii) 的 等 价 性 . 口 
习 题 


HR 4 作用 在 群 召 上 , AG 是 4 各 的 半 直 积 . 
lL. Bye: AS Se Mp: Go Se 分 别 是 描述 4 ER G LNGREAA G ERS GE 
的 右 乘 作用 , 假设 4 忠实 作用 在 G 上 . 那么 有 


AG = A G”, 


2. H G TR, ARPA N 是 GG 的 4 不 变 正规 子 群 . 假设 A 无 不 动 点 地 作用 在 G 上 . W 
A A 无 不 动 点 地 作用 在 G/N 上 OS 96 页 习题 8). 

设 [G, A;1] := [G,A] A iG, A;n] := [[G, A;n — 1], A], 其 中 , n> 2. BAR 4 WE 
(nilpotently) 作用 在 G E, 如 果 存 在 ne 使 [G, A;n] = 1. 

3 H AAGE pH. 那么 A BSW G 上. 

4. A RESUME G 上 当 且 仅 当 4 是 AG 的 次 正规 子 群 . 

5. BA, 和 A, 是 A 的 两 个 正规 子 群 . 如 果 A, 和 A REHEAT G E, 那么 AA: 也 
WMA G E. 

6. 设 C%(G) 是 由 A PARSE G 上 的 次 正规 子 群生 成 的 子 群 . 那么 C%(G) # 
零 地 作用 在 GE. 

在 下 面 2 个 习题 中 , G 共 辆 作用 在 G 上, 且 C%(G) 是 在 习题 6 中 所 定义 的 子 群 . 

7. CAG}= F(G). 

8. 设 天 是 GG 的 所 有 满足 CIN) < N 的 正规 子 群 N 的 集合 . 那么 


F°(G)= (| N. 
82 互 素 作用 
同 8.1 节 , 设 群 4 作用 在 群 G 上 . 如 果 下 面 2 条 成 立 ; 
(1) (A|, |G|) = 1. 
(2) AR G TJD, 


则 称 4 在 G 上 的 作用 是 互 素 的 (coprime). 

因为 在 半 直 积 AG PTH A 是 正规 子 群 @G 的 补 群 , 所 以 在 互 素 作用 的 情形 下 ， 
Schur-Zassenhaus 定理 的 假设 条 件 满 足 . 因此, AG 中 每 一 个 JA 阶 的 子 群 和 A 共 
+. 

这 个 共 轿 性 质 的 第 一 个 结果 是 外 


© 因为 由 (1) 知道 群 4 和 G 中 至 少 有 一 个 是 奇 阶 群 ,所 以 再 次 强调 由 前 面 所 提 到 的 Feit-Thompson 
定理 说 明 (1) Bee (2). 
D 对 左 陪 集 来 说 类似 的 结论 也 成 立 . 
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8.2.1 假设 4 在 G 上 的 作用 是 互 素 的 . 设 U 是 G 的 44 不 变 子 群 , 且 geG 
{E (Ug)4 = Ug. 那么 存在 cE Ca(A), 使 得 Ug = Uc. 

证 明 U4=U H (Ug) =Ug MAT g°g`' € U, Ya € A. EAR AG 中 ， 
得 到 a` ‘gag! EU H 


Ao” < AU. 


因此 , 4 和 As 是 U E AU 中 的 补 , 从 而 由 Schur-Zassenhaus 定理 ( 见 96 页 6.2.1) 
得 它们 在 AU PIE. 于 是 存在 weU tE A" =A. X c= ug, 这 给 出 J 


cENaalA)NtUy, 


从 而 有 [Ad < ANG=1. 口 

对 A 是 p 群 的 特殊 情形 , 8.2.1 的 证 明 可 不 用 Schur-Zassenhaus 定理 , 而 从 47 
页 3.1.7 得 出 (用 0 := Ua). 

8.2.2 人 设 NN 是 GG 的 一 个 4 不 变 正规 子 群 . 假设 4 在 N 上 的 作用 是 互 素 的 ， 
则 

(a) Ca/n(A)= Col A)N/ NDO, 

(b) 如 果 4 平凡 地 作用 在 N 和 G/N E, 那么 4 平凡 地 作用 在 G E2. 

证 明 (b) 是 (a) 的 一 个 推论 , 而 (a) 由 8.2.1, $ U := N 得 出 . 口 

下 一 个 结果 是 Schur-Zassenhaus 定理 的 另 一 个 重要 推论 , CMA Sylow 定理 
的 思想 中 . 至 于 8.2.1, 如 果 A 是 p 群 的 话 , 它 的 证 明 是 初等 的 . 

8.2.3 Hp ÆC 的 一 个 素 因 子 . 假设 4 在 G 上 的 作用 是 互 素 的 , 则 

(a) G 中 存在 一 个 A 不 变 Sylow p FH. 

(b) G 的 A 不 变 Sylow p 子 群 在 Cal A) FIH. 

(c) 每 一 个 4 不 变 p 子 群 包含 在 G 的 一 个 4 不 变 Sylow p FRP. 

证 明 "FA AG 由 共 轿 作用 在 集合 N := Syl,G E, HH Sylow 定理 知 G 
在 只 上 传递 . 用 (G,A) 代替 (K, A), 从 98 页 6.2.2 得 到 (a) 和 (b). 

(c) RU 是 G 的 极 大 ARS p TH. IEH U BG 的 一 个 Sylowp FH. 

假设 U ¢Syl,pG. WA U PE Gi := Na(U) W Sylow p TEF ( 见 52 页 3.2.6). 
因为 Gi 是 4 不 变 的 , 所 以 由 (a) 得 , 存在 4 不 变 的 TeSyl, Gi. U <T, 这 和 
U 的 极 大 性 矛盾 . 口 

G 的 所 有 Sylow p 子 群 的 交 O,(G) 是 G 的 最 大 的 正规 p 子 群 . 在 8.2.3 的 情 
形 下 , 有 类 似 的 结论 成 立 . 

二 一 般 情形 下 , 只 有 Co(A)NIN € Co n (A). 


D HM 3.2.8(a). 
D yA 8.1.2. 
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8.2.4 假设 4 在 G 上 的 作用 是 互 素 的 . E penra) 那么 G 的 所 有 .4 不 变 
Sylow p 子 群 的 交 是 G 的 被 Ce(4) 正规 化 的 最 大 A 不 变 p FH. 
证 明 ”由 8.2.3(a) A (b), FE S eSyl G FS“ =S HA 


[P € Syl, G|P4 = P} = {S°]e € Ca(A)}. 


因此 这 些 Sylow p 子 群 的 交 是 Co(A) 不 变 的 . 

任何 A AE p THU 都 包含 在 G 的 一 个 4 A Sylow p THP ( 见 8.2.3(c)). 
如 果 还 有 U # Cold) 正规 化 , 那么 同上 面 所 见 到 的 那样 , U 包含 在 每 一 个 4 不 变 
Sylow p 子 群 中 ， 从 而 包含 在 它们 的 变 中 . a 

8.2.5 ”假设 4 在 G 上 的 作用 是 互 素 的 . 8 P EG ATE Sylow p TH. 
如 果 HG 的 在 AA Co(A) 下 不 变 的 子 群 , 那么 PnH Æ H 的 一 个 Sylow p 
TE. 

证 明 H 8..2.3(a) 和 (c), FE H ATE Sylow p TH RS POH <R, 
BA GH—* AA Sylow p TH 5 使 得 R< 5, B 


HAS=R. 
因此 存在 ce Cold) 使 得 Se = P ( 见 8.2.3(b)), ATT ABR Ao = H. 由 此 得 到 
HNP=HN S" € Syl, H. 


o 

在 第 11 章 中 , 将 需要 8.2.3~8.2.5 对 于 可 解 群 G 的 变化 形式 . 注意 到 在 前 面 的 
证 明 中 , 对 pe 7(G) 只 用 到 Sylow 定理 , 而 没有 用 Schur-Zassenhaus 定理 . 

如 果 把 p 替换 为 一 个 非 空 集 合 r GE x(G) HE a Sylow 定理 成 并 ( 见 105 页 
6.4.7), 那么 用 Hall + 子 群 代替 Sylow p TH, 同样 的 论证 就 会 得 到 所 需 的 结论 . 

因为 在 可 解 群 中 r Sylow 定理 成 立 ( 见 105 页 6.4.7), 所 以 有 

8.2.6 BH 4 在 可 解 群 G 上 的 作用 是 互 素 的 , 则 有 

(a) G 中 存在 A 不 变 Hall r TH. 

(b) G 的 A 不 变 Hall r TRE Ce(4) FIER. 

(c) 每 一 个 A 不 变 7 子 群 包含 在 G 的 一 个 4 不 变 Hall r TEF. 

(d) G 的 所 有 A 不 变 Hall r 子 群 的 交 是 G 的 由 Cela) 正规 化 的 最 大 的 4 不 
变 r TH. 

(ce) 如 果 PEG 的 一 个 4 不 变 Hall7 子 群 ,而 日 是 G 的 由 ColA) Ne 
的 4 不 变 子 群 , 那么 POH ZH AH Hall r TH. 

4 在 G 中 的 不 动 点 群 和 8.2.2(a) 中 所 述 的 G ns 
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8.2.7 假设 4 在 @G 上 的 作用 是 互 素 的 , WA 

(a) G = [G, dColA). 

(b) [G, A] = [G, A, A]. 

证 明 ”注意 到 8.1.1, WN := [G,A], 从 8.2.2(a) 得 到 (a). 由 20 页 1.5.4 的 换 
位 子 公式 知道 (a) AA (b). 口 

8.2.8 Thompson P xQ 5E WA=PxQHpHPA p 群 Q 的 直 
A. 假设 4 是 一 个 使 

Ce(P) & Coel®) 


的 p E. 那么 Q 平凡 地 作用 在 G E. 

证 明 对 G 的 所 有 的 4 TETU 有 Cu(P) < Cu(Q). 于 是 对 |G| 用 归纳 
法 , 可 假设 对 G 的 所 有 的 A 不 变 真子 群 A |U, Q] = 1. 因由 8.1.4(b), (G, P] Æ 
一 个 真子 群 , 所 以 得 到 


[G, P,Q] = 1 H [P,Q, G] =1, 
其 中 , A [P,Q] = 1, 第 2 式 成 立 . 由 三 子 群 引 理 得 [Q,G, P| = 1, 即 
[WG < CalP) < Ca(Q), 


从 而 [(G,Q, Q] =1. 于 是 从 8.2.7(b) 得 [G, Q] = 108 Q # A). 口 
8.2.9 ”假设 4 平凡 地 作用 在 G/#(G) 上 . 
(a) MR A O(G) 上 的 作用 是 互 素 的 , 那么 4 平凡 地 作用 在 G E. 
(b) MR O(G) 是 一 个 p 群 , 那么 A/Ca(G) 也 是 一 个 p 群 . 
证 了 明 ”由 8.2.2(a) 9 G = O(G)CQ(A), MMA G = Cef4)( 见 5.2.3). 
(b) 由 (a) 得 4 的 每 一 个 p 子 群 平凡 地 作用 在 G E. 口 
8.2.10 G 是 一 个 p 群 , 巨 是 G 的 所 有 A4 合成 因子 的 集合 , N 


[| Ca(K)/Ca(G) = O,(A/Ca(G))*. 
KEk 
证 明 ”可 假设 4 忠实 地 作用 在 G 上 . 由 8.1.5, 0,(A) 平凡 地 作用 在 每 一 个 A 
合成 因子 Kek 上 . 另 一 方面 , 由 8.2.2(b), 如 果 A 的 每 一 个 p' 子 群 B 平凡 地 作 
用 在 每 一 个 4 合成 因子 Kek 上 , 那么 B 平凡 地 作用 在 G E. 这 就 证 明了 结论 . 
口 
下 面 的 结果 将 在 第 11 章 中 用 到 ; 
8.2.11 假设 4 在 G 上 的 作用 是 互 素 的 . RG 是 两 个 4 不 变 子 群 X AY 
的 乘积 . 那么 Ce(4) = Cx(A)Cy(A). 


> 原 书 此 命题 多 了 一 个 条 件 “ 假 设 4 在 G MENJEK”, 此 条 件 是 不 必要 的 ，___ 译 者 注 
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证 明 CHE gg = zy E Ce(A), TEX, yeyY. 那么 zy = (zy)* = zy", 从 而 对 所 
有 的 aeE4 有 
r= yy E XNY =U. 
这 蕴含 了 (zU) = zU 和 (Uy)4 = Uy. 由 8.2.1, 存在 元 素 cE Cx(A), d € Cy(A) 
和 wu,w E€ U 使 得 
r=cu Hy =wd®. 
因为 cuwd = ry € Cg(A), H 
uw € Cal AX AY, 


从 而 有 zy € CxlA)Cy(A). 口 
以 P x Q@ 引 理 的 一 个 特别 重要 的 应 用 来 结束 本 节 . 
8.2.12 Wpenr(G) 且 G:=G/Oy(G). 假设 
(+) Ca < O,(G). 

那么 对 G 的 每 一 个 p TH 忆 有 

Op (Ne(P)) = Op (G) N Ne(P). 
证 明 Cc(P) 4 Ne(P) BS 
Or(Ne(D)) = Op (Ce(P)). 
因此 , 只 要 证 明 
Oy (G) N Cel P) = Op (Ce(P)) 
就 足够 了 . 


包含 关系 OwfG)nCefP) < Op(ColP)) 是 显然 的 . 
对 相反 包含 关系 的 证 明 , 可 以 假设 Oy(G) = 1 ( 见 53 页 3.2.8). 设 


G1 := Op(G), Q:= Op(Cea(P)). 


由 假设 知 Ce(G1) < Gi, PQ = Px Q 作用 在 p G E. 因为 Ce,(P) 是 CelP) 
的 正规 子 群 , MUR Q 平凡 地 作用 在 Co (P) E 因此 , 由 P xQ 引 理 ( 见 8.2.8) 


得 Q< Cel) < Gi, 于 是 Q=1. 口 
注意 到 可 解 群 或 更 一 般 的 p 可 分 群 均 满 足 8.2.12 中 的 假设 (*)( 见 643 和 
6.4.1). 


作为 8.2.12 的 推论 , 得 到 
D 见 139 页 脚注 O. 


144. Hse 群 在 群 上 的 作用 
一 一 
8.2.13 8 P ÆG H p TRA U <0,(No(P)). 假设 U Al PHASE G 
的 可 解 子 群 工 中 . 那么 有 U <O,(U). 
证 明 有 Ug Op (Nz (P)). 因此 , AL ARM 8.2.12 得 到 所 要 的 结论 (用 上 
替换 G). 0 


习 E 


设 A 是 作用 在 G 上 的 群 . 

1. 假设 4 在 G 上 的 作用 是 篆 零 的 和 忠实 的 { 见 139 页 ). 那么 r(A) C r(G). 

2. MU < Ce(A), z EG 使 得 UF < Co(A). 如 果 4 在 G 上 的 作用 是 互 素 的 , 那么 存在 
一 个 ye Ca(A), 使 得 UT = UY, 

3. (Zassenhaus, [102]) 设 |4| = 2 = |Co(A)|, 则 存在 G 的 交换 正规 子 群 N, 使 得 

(a) Mac 4# 有 ze 一 了 -1 

(b) 如 果 |G/N| # 2, W N = Z(G), A G/A® Ag. 

4. B G Ær TA. 那么 对 每 一 个 PEm',TUfpl Sylow 定理 在 G 中 成 立 (运用 G 的 
每 一 个 ae 或 x' 截断 是 可 解 的 .) 


8.3 在 交换 群 上 的 作用 


下 面 两 节 研 究 群 在 交换 群 上 的 作用 . 因此 , 下 设 A 是 一 个 作用 在 交换 群 了 上 
的 群 . 这 里 选择 记号 Y 是 因为 要 在 许多 场合 下 提醒 读者 V 是 一 个 初等 交换 p iF, 
从 而 也 是 F, 上 的 向 量 空间 . 

4 在 Y 上 的 作用 称 为 是 不 可 的 的 (irreducible), 如 果 1 M V Æ V REWI AR 
变 子 群 且 V #1. 对 半 直 积 AV 来 说 , 这 意味 着 Y 是 一 个 极 小 正规 子 群 且 4 是 一 
个 极 大 子 群 . 

下 面 的 评注 是 对 本 节 来 说 是 基本 的 : 

8.3.1 设 4 是 4 的 使 

(#) A# = U B® 


BeA 
. 的 真子 群 的 非 空 集合 且 大 := |A- 1. 如 果 
(k,|V|) =1 


AV 41, RAFE Be A tt Cy(B) #1. 
证 明 Hve MBAS 


v= [=o 1” 


ac B agh# 


DA 称 为 4 的 一 个 划分 .关于 具有 划分 的 群 的 一 个 出 色 的 结果 可 在 文献 i6] PRA. 
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MA, 对 每 一 个 be BA 
(way = [[ ve” = va, 
ace 


所 以 vp € Cy(B). AA A 是 4 的 一 个 划分 , 所 以 有 
va = (1 va) u*, 
BEA 


假设 对 所 有 的 BeA 有 1= Cy(B) (> Cy(A)). MA vg = v4 = 1, 从 而 对 每 一 个 
veV Av * = 1. 但 (ID)= 工 蓝 售 站 = 1 于 是 得 到 矛盾 (对照 39 页 2.2.1). 0 

8.3.2 定理 WV 41,8 

(+) Cy(a) = 1,Va € A*. 

若 下 列 之 一 成 立 , 则 A 循环 : 

(a) A 是 交换 群 . 

(b) A Æ p, p2. 

(c) 4 是 一 个 2 PBR HE, 

(d) |A| = pq, 其 中 , p,q 是 素数 (可 以 相等 ). 

证 明 ”注意 到 假设 (+) 对 用 4 的 每 一 个 子 群 A 取代 4 时 也 成 立 . 

设 pe w(A), A, ESyl A. 那么 A, EHE V 的 Sylow p TE Vp E (W 2.1.6). 
如 果 V, Æ 1, Web 8.1.4 A ZV, PIPE AMOR. 因此 全 =1, 从 而 4 在 
V 上 的 作用 是 互 素 的 ， 

现在 假设 4 非 循环 . 在 (a), (b), (c) 情形 , 应 用 2.1.7 和 5.3.8 得 到 A 有 一 个 
P 阶 的 初等 交换 子 群 A. 对 Al 用 归纳 法 , 可 假设 A = A). 在 情形 (d) 时 , 再 次 由 
2.1.7 得 A Æ palp £ q) 阶 的 非 交 换 群 或 pip = dg) 阶 的 初等 交换 群 . 

设 A 是 4 的 所 有 素数 阶 子 群 的 集合 . AA |A = pg, 集合 A 是 A 的 如 同 8.3.1 
中 那样 的 划分 . 

如 果 A 是 初等 交换 的 , 则 


=1 
PE j =p+l. 


设 4A 是 pg 阶 的 非 交 换 群 , 其 中 gqg < p， 那 么 A 是 4 的 非 平凡 的 Sylow THY 
集合 , 而 由 Sylow 定理 知 GC HEA p 个 Sylow q 子 群 和 一 个 Sylow p FH. 于 是 
[Al=p+1. 
由 4 在 了 上 的 互 素 作用 得 (pV) = 1. 因此 假设 (+) 和 8.3.1 F. 口 
请 将 下 面 的 结果 和 8.6.1 进行 对 比 . 


D 对 这 样 的 四 元 数 群 的 作用 见 8.6 节 ， 
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8.3.3 te A 是 交换 的 . 假设 AEV 上 的 作用 为 不 可 约 , 则 A/Ca(V) 循环 . 
证 明 ”可 假设 Ca(V) = 1. 于 是 对 所 有 ae 4# 有 Cy(a) AV, 并 且 因 为 4 是 
交换 的 , 故 对 所 有 的 ze A A 


Cy(a)* = Cy(a*) = Cv (a). 


由 A 在 WV 上 的 不 可 约 作用 得 , 对 所 有 的 ae 4# 有 Cy(a) = 1, FEM 8.3.2 得 到 
结论 . g 

作为 8.3.3 的 一 个 推论 , 可 得 出 有 限 域 的 乘法 群 是 循环 的 . 

设 下 是 以 V 为 加 群 和 4 为 乘 群 的 有 限 域 . 那么 分 配 律 表明 4 以 右 乘 作用 在 
V 上, 并 且 它 忠实 和 传递 地 作用 在 4# E, 因此 也 是 不 可 约 的 . 于 是 由 8.3.3 得 到 A 
循环 . 

8.3.3 的 另 一 个 重要 的 推论 是 

8.3.4 tt 4 是 作用 在 群 G 上 的 交换 群 . 假设 4 在 G 上 的 作用 是 互 素 的 , 则 

(a) G = (Co(B)IB < A E r(A/B) < 1)®. 

(b) 如 果 A 非 循 环 , 那么 G = (Cg(a)\a € A*). 

(c) [G, A] = {[Ce(B), A]|B < A H r(A/B) < 1). 

证 明 KBR 4 的 所 有 使 A/B 为 循环 的 子 群 B 的 集合 . 

(a) 首先 处 理 两 个 特殊 的 情形 , 再 证 明 一 般 情形 可 归结 到 这 些 特殊 情形 . 

首先 假定 G 是 交换 的 . 如果 A 不 可 约 地 作用 在 G 上 , 那么 由 8.3.3 得 到 
B := Ca(G) € B, 从 而 有 G = Ce(B). 因此 可 假设 4 在 G 上 的 作用 可 约 . 设 W 
Æ G 的 使 1 关 W 关 G 的 AREER. X |G| 用 归纳 法 , 运用 到 偶 对 (W, A) 和 
(G/W, A) 上 , 得 到 


W = (CW(B)B € B) H G/W = (Ca;w(B)|B E B). 
AA 4 在 G 上 的 作用 是 互 素 的 , 8.2.2 BST 
Cejw(B) = Ce(B)W/W, 


从 而 有 
G = (Co(B)W|B € B) = (Co(B)|B € B). 


PR G 是 一 个 p 群 . 那么 4 作用 在 交换 商 群 G/F(G) 上 . 因此 由 8.2.2(a) 和 上 面 
已 经 证 明 的 情形 得 出 
G = (Ca(B)|B 后 有 本 Ch， 


D r(A/B) <1 意味 着 ASB 循环 , 见 38 页 ， 
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于 是 和 5.2.3 一 起 得 到 结论 . 

“在 一 般 情形 下 ， 8.2.3(a) 表明 对 每 一 个 pe 7(G), G 中 都 存在 A 不 变 Sylowp 于 
群 G,. 同上 面 所 见 到 的 那样 , 对 侦 对 (Cp, A) 结论 成 立 . FER G = (Gy|p € r(G))， 
对 偶 对 (G,A) 结论 也 成 立 . 

(b) 从 (a) 得 到 . 

- (ù) 对 B eB, 因为 A 是 交换 的 , 所 以 子 群 Cs := ColB) 是 4 不 变 的 . 因此 由 

8.2.7 得 到 
Ga = (Gp, A\Ca,(A) = [Ga, A]Ca{ A). 


对 Gi := (Ga dB € B), RAAT 


GiCo(A) = (Gp AlCo(A)IB € B) = (Gp|B € B) È G. 

特别 地 , 有 [G,A < Gi. 而 男 一 包 会 关系 是 显然 的 . 因此 结论 成 立 . 口 

通过 对 Frobenius 群 的 更 进一步 研讨 来 结束 本 节 ， 用 Frobenius 核 是 子 群 的 
Frobenius 定理 来 完成 这 个 工作 ( 见 4.1.6). 

8.3.5 t2G BLL K W Frobenius 核 , H 为 Frobenius 补 的 Frobenius 群 . 假 
设 G 作用 在 一 个 非 平 凡 的 交换 子 群 V E, 使 得 

(V|, |K) =1 E Cy(K) =1, 

WW Cy(H) # 1. 

WA $ A= GH 


A:={K}U{H%a € A}. 
那么 .A 是 G 的 一 个 如 同 8.3.1 的 (4) 那样 的 划分 . 又 由 64 页 4.1.5 得 
A|- 1 = |{H*|a € A} = |K]. 


根据 8.3.1, 4 中 存在 B 使 Cy(B) 41, 并 且 因由 假设 有 Cy(K) = 1, 所 以 Be 
{H%\a € A}. 于 是 Cy(H) £1. 口 

现在 用 8.3.5 来 回答 在 4.1 节 中 提出 的 关于 Frobenius 补 的 唯一 性 问题 , 并且 
讨论 它们 的 结构 . 

8.3.6 WG 是 以 KK 为 Frobenius 核 , H X Frobenius 补 的 Frobenius 群 , Gi 
是 G 的 子 群 . 假设 G = GiK. 那么 G 包含 H 的 一 个 共 辆 . 

证 明 ”因为 Gi g K, MERA BHM Z BR ANG, #1. me Gil < H, 
那么 由 Dedekind st (M 1.1.11) 证 得 A= GL(H NK) 从 而 因 AOK =14 
H=. 
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如 果 H Gi, 那么 Ci EL KONG, 为 Frobenius $, HONG, 4 Frobenius 补 
的 Frobenius # ( 见 4.1.8(a)). 特别 地 , |Gi| = |KNGi||H n GI 另 一 方面 , 由 同 态 
定理 得 G/KG Gin K. 于 是 


|H| = |G/K| = |G1/G1N K| = |H NG], 


AM H Gi FE. oO 

8.3.7 %& G Æ Frobenius 群 . 那么 G 的 所 有 Frobenius 4h46. 

证 明 设 万 和 Hy FE G 的 两 个 Frobenius 补 . FA 4.1.8(b), 可 以 假设 Ay < H, 
所 以 内 要 证 明 Hy = 五 就 足够 了 . 

假设 Ho < H. 由 4.1.8(a), H 是 以 Ho 为 Frobenius 补 的 Frobenius 群 . WK 
是 G 的 关于 H 为 补 的 Frobenius 核 , Ko  H 的 关于 Ho 为 补 的 Frobenius 核 . 注 
意 到 KK 是 G 的 关于 Ho 为 补 的 Frobenius 核 . 

设 

perk), Pe Syl, K V := Z2(P), GG := Ne(P). 

由 Frattini 论断 得 G = KG,. 于 是 由 8.3.6, 可 假设 H < Gi. Froberius # H ER 
Æ V E, 使 得 Cy (Ko) = 1 H (|V|, |Ko]) = 1, 见 8112( 应 用 到 Frobenius 补 A E) 
和 4.1.5. 因此 , 由 8.3.5( 其 中 , 4 := H) 得 Cy(Ho0) 41. 但 应 用 到 Frobenius 补 Mo 
上 时 , 和 8.1.12 FJA. 口 

用 在 8.3.7 的 证 明 中 的 论证 也 揭示 了 Frobenius 补 的 Sylow 子 群 的 结构 . 

8.3.8 WG ELL H A Frobenius 补 的 Frobenius #. WA H 的 Sylow FEE 
是 循环 群 或 四 元 数 群 . 

证 明 K Æ GĦ Frobenius @ ,pea(K) HP eSyl, A. WE] 8.3.7 的 证 
明 中 那样 , TRR 五 正规 化 V := 2Z(P). 进一步 , 由 8.1.12 推出 


W1if¢he H, A Cy(h)=1. 
于 是 从 8.3.2 得 到 结论 . E] 


>] 题 


E 所 是 一 个 群 ,4 为 作用 在 G ENR. 
1. 设 G 是 交换 的 上 且 4 …… Ann 是 A 的 一 个 划分 . 再 设 


Go := (Col Ai = 1 ,n+ 1), 


则 G/Go 的 方 次 数 < n. 
2. 设 GERSNA (A| |C) = 1. 如 果 A 是 交换 的 且 P(A) > 2, WA 


G= TI Cela). 


ac ay 


8.4 作用 的 分 解 - 149. 


3. 设 G 是 可 解 的 Frobenius #. 那么 G 的 Frobenius 核 K LESHA F(G) = K®. 
4.2 G Epa (peP), A= laS C, E H = AG. BERMAN ce GH 


p—i 
a a 
P r ie > 三 二 


则 
(a) 元 素 y E€ HN\G 无 不 动 点 地 作用 在 G 的 每 一 个 H TE p 截断 上 . 
(b) G 是 p AM. 
ic) oly) = p, Vy € A\G. 


8.4 作用 的 分 解 


同 8.3 节 中 那样 , 设 4 是 一 个 作用 在 交换 群 V 上 的 群 . Y 的 自 同 态 的 集合 连 
同 映射 的 合成 以 及 加 法 


utr? :一 ov (a, 3 SBA, v EV) 


一 起 构成 了 一 个 环 , 即 V AY BAR End V. 
因为 对 每 一 个 a E A, 映射 


prey" (vEV) 
是 V MARA, 所 以 能 够 合成 Y 的 自 同 态 和 A 的 元 素 在 V 上 的 作用 
tA sa a a | EM A e BdV: 


换 句 话说, 就 是 把 4 中 的 元 素 a 和 由 a 诱导 的 End V 的 元 素 等 同 起 来 . 
例如 , 对 a © A, 换 位 映射 (commutator mapping) 


* a 一] _ amid 


Kivi log =" He, veV 
是 具有 Ker s =Cy(a) 和 
Ims = {[v, a]lv E V} = [V, a]® 


的 自 同 态 a — id. 因为 在 (a) F [Va] 是 不 变 的 , 且 商 群 /Ia 被 (a) 中 心 化 , 所 
以 
Ima: = [V, (a)]. 


On Frobenius 定理 4.1.6. 
* 原 书 此 处 有 误 ， 译 者 注 
D 注意 ; [V,a] = ([v,a]lv € V}. 
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于 是 由 同 态 定理 得 
8.4.1 V/Cy(a) = [V, (a). 口 
下 一 个 结果 和 下 面 的 8.4.5 是 Gaschiitz 定理 ( 见 3.3.2) 的 推论 . 但 它们 在 这 个 
定理 之 前 很 久 就 有 了 , 并 且 都 有 简短 的 初等 证 明 , 将 在 这 里 给 出 . 
8.4.2 ”假设 4 在 VW 上 的 作用 是 互 素 的 , 则 


V =Cy(A) x [VA]. 
证 明 8.2.7(a), 只 需 证 明 Cy (A) cq [VA] =1. 为 此 , 研究 同 态 
y:iVoV, BR ve I] uv". 
aca 
MRL v= [w,a] € [VA] A 
= (1 w) (u u=) =l; 
TEA red 
于 是 [V, A] < Ker py. B—H M, Mv € Cy(A) A ov? =o AH (ALV) =1 


yl =1Sv=l. 


因此 对 v e Cy(A)n [VA A v= L. g 
作为 推论 得 到 
8.4.3 ”假设 4 在 VV 上 的 作用 是 互 素 的 , 且 4 平凡 地 作用 在 Q(V) 上 . BA 
起 平凡 地 作用 在 VW 上. 
证 明 ”8.4.2 中 的 分 解 给 出 了 


N([V, A]) < Cy(A) n [VA] = 1, 


RAST [V, A] =1. 口 
下 面 是 由 8.4.2 得 到 的 另 一 个 结论 , 它 将 在 第 10 章 中 用 到 ; 
8.4.4 BRER A 在 群 G 上 的 作用 是 互 素 的 ; BIG: Ce(A)| =p (pe P). Æ 
4 [G,A] WEA p 且 A/Ca(G) 为 循环 . 
| 证 明 SG, := [G,A]. 从 8.2.74 


G=G,Cg(A) B Gi = |G, A], 


所 以 |G, : Co, A)| = p BH Ca(G.) = Ca(G). MR Gi < G, WAC BH |G| 的 归纳 
法 得 到 . 因此 可 以 假设 
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(+) G = [G, A]. 
i G, Æ G i) A TÆ Sylow p FH (J 8.2.3(a)). 由 假设 得 G= G,Co(A), F 
Æ G = [G, A] = (Gp. A]. 特别 地 , G Æ p 群 . 
X G :=G/ (G), 从 (*) 得 到 
[G, A] = G. 
但 是 G 是 交换 的 ( 见 5.2.7), 由 8.4.2 知 
G = [G, A] x Cal A). 


因此 Ce(4 = 1, MRH |G : Ce(A)| =p WA |G| =p. TE, 5.2.7(b) 表明 G EM 
环 的 且 由 8.4.3 得 |G| = 再 由 39 页 2.2.4 得 出 结论 . 口 

类 似 于 8.4.2 的 研讨 , 有 

8.4.5 ”假设 群 4 在 群 VW 上 的 作用 是 互 素 的 . RU 是 V 的 4 不 变 子 群 .如 
RU EV PAS, BA UEV 中 也 有 一 个 4 不 变 补 . 

证 明 dW HE VV 中 的 补 , 即 

y= x W. 
WRV =U, 那么 W 显然 是 4 不 变 的 . 于 是 , RR V AU. 投射 
n:V =U, 其 中 , uwi u (ue U, we W) 

是 V 的 一 个 自 同 态 , 因此 也 有 n 为 VV 的 自 同 态 : 


mV 2H om Tem, 
rea 


而 U4=U HT 
ul 一 IT =, ueU 
TEA 


且 如 同 8.4.2 中 证 明 那 样 , 由 A 的 互 素 作用 知 
Ker ya OU = 1. 
男 一 方面 , Im n < U 且 由 1.2.5 得 
|Ker nal|im na| = |V]. 


因此 , 对 于 ae 上 4 有 
naa = Sela = 2: aa ` r nra =a $ (za) (za) =ana™, 
read TEA TEA 


T 这 个 计算 是 在 自 同 构 环 中 进行 的 . 
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于 是 Kerna 是 U EV 中 的 4 不 变 补 . 口 

如 果 V 的 每 一 个 4 不 变 子 群 在 V 中 都 有 一 个 4 不 变 补 , 则 称 4 在 WW 上 的 
必用 是 半 单 的 (semisimple). 显然 , 每 一 个 不 可 约 作 用 也 是 半 单 的 . 

假设 v 是 一 个 交换 p BR. ORV Av), 则 因 OV) EV 中 没有 补 而 得 4 
在 V 上 的 作用 不 是 半 单 的 . 男 一 方面 , 如 果 V = Q(W), WA V 的 每 一 个 子 群 在 V 
中 都 有 补 ( 见 34 页 2.1.20. 因此, 8.4.5 给 出 

8.4.6 Maschke ERO ”假设 4 在 了 上 的 作用 是 互 素 的 , AV 是 初等 交 
换 群 , 则 4 在 上 的 作用 是 半 单 的 . o 

V 的 极 小 4 不 变 子 群 是 半 直 积 AV 的 包含 于 TY 中 的 极 小 正规 子 群 . 因此 29 
页 1.7.2 用 于 此 情形 有 

8.4.7 设 ,M 是 V 的 所 有 极 小 4 不 变 子 群 的 集合 . 那么 下 面 的 论述 等 价 ， 

(i) A 在 VW 上 的 作用 是 半 单 的 . 

GD) FE U Un EM HEV =U, x 

(iii) V= |] vV. 

UEM 

证 明 (ii) => (iii) 是 显然 的 , 而 (i) > (ii) 可 由 对 |Y| 用 归纳 法 直接 证 明 . 

(iii) > (i). HU, EV A A ATH. H 1.7.2(a), TE Un ,Us eM 使 
V=U,xUex-:-xU,. AIR U: x x Un BU, EV PR AAS. 口 

4 在 了 上 的 半 单 作用 诱导 了 A 在 V 的 每 一 个 A 不 变 子 群 上 的 半 单 作用 【 见 
习题 2). 但 如 果 把 这 个 作用 限制 到 4 的 子 群 上 , 那么 情况 会 变 得 较 复 杂 . 对 正规 子 
群 来 说 , 产生 的 作用 还 是 半 单 的 , 但 对 一 般 的 子 群 来 说 并 非 如 此 (见习 题 1). 

讨论 这 一 基本 事实 并 建议 读者 把 下 面 的 研讨 和 31 页 1.8 中 介绍 的 (V 的 )4 合 
成 列 的 记 法 加 以 比较 . 

从 现在 开始 , 假设 了 AL 同上 MEV 的 极 小 4 不 变 子 群 的 集合 .对 UW € 
M, 定义 

U~WeU AW EA RtH. 


那么 ~ 是 在 M 上 的 等 价 关 系 . 记 这 些 等 价 类 为 AM1,… ,An i=l n E 
Vi := I] U, v := J] v. 
eM, i=l 
子 群 Vi = 1 ,n, RA V 的 齐 次 4 分 支 (homogeneous A-components). 从 29 
页 1.7.2 和 8.4.7 得 到 
8.4.8 (a) V; Æ M: 中 子 群 的 直 积 (i =1,--- ,n). 


DEE 2.1.8, 有 限 维 向 量 空间 的 每 一 个 子 裤 间 都 有 补 , 这 是 一 个 众所周知 的 事实 . 
E 对 周文 献 [76]. 
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(b) Vo = x Vi. 

(c) 4 在 WW 上 的 作用 是 半 单 的 . 口 

由 8.4.7, 4 在 Y 上 的 作用 是 半 单 的 当 且 仅 当 下 = Vo. 

8.4.9 Clifford EBD 设 古 是 作用 在 V 上 的 群 ,4 是 五 的 正规 子 群 . 假 
Y HEV ERE REA. 那么 4 在 WV 上 的 作用 也 是 半 单 的 . 又 若 H 不 可 约 
地 作用 在 V E, 则 FH 传递 地 作用 在 V 的 齐 次 4 分 支 上 , 且 ACHA 包含 在 这 个 
作用 的 核 中 . 

证 明 HF AEV ERAPR, 用 以 前 所 采用 的 记号 . AA AEH PIER, 所 
以 H 作用 在 At E. 证 明 在 M 的 等 价 关系 ~ 上 保持 这 个 作用 : 

设 UWeM 司 得 U~W 且 he dk. 由 定义 , 存在 一 个 4 同 构 yp: UO Ww. 
于 是 

g" := ho ypr® 
是 从 Ta 到 Wo 中 的 同 构 , A A" = AAT 
ya = h- ‘pha = h- ya" h = h-tah oh =ah"'gh= ay". 


因此 wt 是 一 个 A A ~ Wh. 
证 明了 五 作用 在 ~ POSSE, 从 而 H EMER AD V, Vn, 的 集 
BE 这 个 作用 的 楼 包含 ACu(A). 


FR Ww =][V 是 H REN, E V 的 每 一 个 RES M 的 某 一 个 


i=l 
元 素 . 于 是 , 由 五 在 W 上 的 半 单 作用 得 到 V = Ww, 从 而 AEV 上 的 作用 是 半 单 
的 (UL 8.4.7). 
假设 H 不 可 约 地 作用 在 站 上 , 则 站 = (VE), 而 由 8.4.8(b) 得 到 


VF = {WM 口 


>] B 


设 4 是 作用 在 初等 交换 p HV EIIE. 

L 假设 对 4 的 每 一 个 子 群 U MAU 在 VW 上 的 作用 是 半 单 的 , 则 pE r(A/Ca(V)). 

2. 假设 4 在 VW 上 的 作用 是 半 单 的 , 且 W EV 的 A 不 变 子 群 . 那么 AE W 上 的 作用 
也 是 半 单 的 . 

3. HS eSyl,A A LASA. MR [Cy(S), A] =1, 那么 


o D 对 照 交 献 [39]. 
D 这 个 乘积 是 在 End V 中 进行 的 . 
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4. @V=(m,---,un) BF. LA n 维 向 量 空 间 . 对 称 群 S, 按照 
uT i= vo (gE Sm iE {i,+++,n}) 
作用 在 Y 上 . 
fl: STARA n 这 个 作用 是 半 单 的 ? 


8.5 ” 极 小 非 平凡 作用 


本 节 研 究 在 用 归纳 法 证 明 中 会 经 常 出 现 的 情形 : 群 4 非 平 凡 地 作用 在 群 G 上， 
但 平凡 地 作用 在 G 的 每 一 个 A 不 变 真子 群 上 . 如 果 再 假设 4 在 G 上 的 作用 是 互 
素 的 , 那么 就 能 够 很 好 地 描述 G 的 结构 , 显然 , 对 每 一 个 p e x(G), 因为 A 正规 化 
G 的 一 个 Sylow p FH, 此 时 G X p 群 (UL 140 页 8.2.3). 这 种 情形 的 分 析 (在 文 
献 中 称 为 Hall-Higman 化 简 ) 将 在 8.5.1 PAH. 

本 节 的 第 2 个 结果 ( 见 8.5.3) 是 PxQ 引 理 的 一 个 推广 , 就 PxQ@ 引 理 自身 而 
言 , 它 是 由 Thompson 给 出 的 . 证 明 来 自 于 Bender, 他 所 用 的 一 个 很 好 的 想法 , 可 
LUMP) Baer 的 工作 . 

除了 这 两 个 定理 外 , 本 节 也 证 明了 以 后 要 用 到 的 一 些 具体 结果 . 

出 于 使 用 的 原因 , 把 Hall-Higman 化 简 改 为 较 一 般 的 形式 ， 

8.5.1 设 群 B 作用 在 p 群 P 上 . 假设 B 包含 一 个 正规 p' TH A, 4 非 平凡 
地 作用 在 P E, 但 平凡 地 作用 在 P 的 每 一 个 真 B 不 变 子 群 上 . 那么 P= 人 [已 加 且 
P 或 是 初等 交换 群 , 或 为 特殊 p 群 , 并 且 B 不 可 约 地 作用 在 P/O(P) E. 进一步 ， 
Ep2, W =1, YreP. 

证 明 ”因为 ASB, T [P, A] 是 B 不 变 的 , 且 由 2.2.7 得 [P A, A] = [P, A]. 
由 此 得 到 

(1) P = [P, A]. 

P 的 每 一 个 特征 子 群 C 是 B 不 变 的 . 因此 [C,4 = 1 R C = P. 特别 地 ,有 

[| a = [O(P), Al. 
设 巨 := P/P. 4 在 P 上 的 互 素 作 用 和 8.42 GST 
P = [P, A] x Cp(A) = [P, A] x Cp(A), 


从 而 由 (1) 得 CHA = 1. 于 是 4 在 每 一 个 真 B 不 变 子 群 上 的 平凡 作用 表明 B 
不 可 约 地 作用 在 P 上 ， 特 别 地 , 对 P 的 每 一 个 真 特征 子 群 CG 有 豆 = 1 因此 
P' < P(C) Af 

P' = (P). 


T UAE [67]. 
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mR P = 1, 那么 P 是 初等 交换 的 , 得 到 结论 . 于 是 可 假设 P #1, 则 2(P)# P, 
而 因 Z(P) 是 P 的 特征 子 群 , 有 ZP) s< P. 从 (1) 和 三 子 群 引 理 得 


[P P’, A] =1=([P’,A,P]. 


于 是 有 
[P P] = [P A Pl = 1 


得 出 包含 关系 P < 2(P), 从 而 得 到 Z(P) = 已 . 因为 P/Z(LP) 是 初等 交换 的 , 对 每 
一 个 zyeP 吕 有 
1= [xP y] "=" [ey]. 
因此 2(P) = P'=(2(P)), P 是 特殊 p 群 . 
H p2 那么 由 5.3.4(a) PRM ce PAlac A 有 


fara]? = forte Pe ?2P) = 1 ?oP = 1, 


所 以 P = [P, A] = O(P). 再 利用 5.3.5, 得 到 结论 . 口 . 

下 述 的 结果 研讨 了 将 在 第 11 章 中 要 出 现 的 情形 ; 

8.5.2 ” 设 44 是 交换 p 群 且 作 用 在 p 群 G 上 , 令 Ap := Ca(G). Rit [G,A] #1, 
但 是 对 G 的 每 一 个 4 不 变 子 群 U(U +G) F [U, A] =1, W 

(a) r(A/Ao) = 1. 

(b) 如 果 半 直 积 AG 作用 在 初等 交换 p HV E, 使 得 Co(V) = 1, BA AG Ao 
患 实地 作用 在 Cvy(A0) E. 

证 明 (a) 在 本 节 的 引言 中 已 提 到 , 此 时 G 是 一 个 g H (qe P). 由 8.5.1 和 
8.2.9(a) 得 商 群 A/A 不 可 约 且 忠实 地 作用 在 G/A) 上 , 所 以 从 8.3.3 得 到 (a). 

(b) $ K := Cac(Cv(Ao)). P x Q 3|% (R 8.2.8, 其 中 , P = Ap) 证 明了 K ja 
pe. Al Ao < K AG Ep H, #3 K = A. 

对 p#2, 下 面 的 结果 是 Px Q 引 理 的 一 个 重要 的 推广 : 

8.5.3 ”定理 (Thompson, (93]) p2 且 4 是 厂子 群 P 和 正规 y TH Q 
的 半 直 积 . 假设 4 作用 在 p EG 上 , 使 得 

() CoalP) < Ce(Q), 
则 o 平凡 地 作用 在 G E. 

WERA (Bender, [27]) Hw (C,Q) 41. 因为 G 的 每 一 个 4 不 变 真 子 群 也 满 
cE (') (替换 G), 对 |G| 用 归纳 法 , 可 进一步 假定 Q 平凡 地 作用 在 每 一 个 这 样 的 真 
子 群 上 . 因此 由 8.5.1 得 到 


= [C,Q] HG’ < Z(G): 
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首先 研讨 G' = 1 的 情形 . 

8.4.2 给 出 了 Ce(Q) = 1, 从 而 由 假设 (') 也 有 Co(P) = 1. 于 是 从 8.1.4 推出 
G=1, 这 和 [C,Q] 41 FA. 

FHH Baer 的 想法 多 来 证 明 G' 41 的 情形 . 这 要 通过 在 集合 G 上 定义 加 法 
而 得 到 , G 关于 这 个 加 法 构成 一 个 交换 群 , 并 且 和 4 的 作用 相 容 . 这 样 就 从 刚才 研 
讨 的 情形 得 到 结果 . 

因为 G 是 奇 阶 的 , 故 对 每 一 个 zEG 有 (a?) = (2). 特别 地 , 对 xz,ye G 有 


2 1 


a? = y’ => xy? = (ey)? =1 > ay =1, 


从 而 有 
l r =y ery. 
因此 , 对 每 一 个 gy e G 存在 唯一 的 ze G 使 得 22 ag. > 


V9 i= 2, 
则 以 下 结果 成 立 ; 
g,h EZ(G) > y3, vh € Z(G) A Voh = ygv'h, 
gEG, a€ Asy = Vg, 
gEG>g V9= yg]. 
现在 定义 集合 G 上 的 加 法 为 
(+) g +h := ghy/fh, gl. 
换 位 子 等 式 [g, h]! = [h,g] RAT 


g+h=ghy/[h, g] = hglg, h) vy lg, h] = hglg, hl vig, h]! = hgy/|g, h] =h + g. 


因此 这 个 加 法 是 交换 的 . 
用 G' < Z(G) 证 明 + 满足 结合 律 : 对 g,h,feG( 见 27 页 1.5.4) 有 
[Fg +h] = [figh] = [f Fh A 
[h + f: g] = [Af g] = [h, ol[f, g]: 
这 证 明了 
(g+h)+ f=ghf y [h gyvlfigv fal = 9+ (b+ f). 
显然 1 是 G(+) 的 单位 元 且 -9 := g 是 g 的 道 元 (关于 +). 因此 , G(+) 是 
交换 群 . 
D Bender 用 这 个 方法 到 此 种 情形 CESAR [24], 1271). 
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因为 
(g +h)" = hy [Aa gt] = g" + h®, 
其 中 , 4 在 集合 G 上 的 作用 同 前 , 所 以 群 4 作用 在 交换 群 G(+) 上 . 于 是 由 上 面 研 
讨 过 的 交换 情形 证 明了 Q 平凡 地 作用 在 G E. o 

下 面 的 两 个 结果 将 在 8.5.6 的 证 明 中 用 到 , 并 且 这 个 结果 在 11 章 中 用 来 证 明 
Glauberman 的 信号 函 子 定理 . 

8.5.4. P EWANI) = 2(P) 且 |P'|=4 的 特殊 2 群 , 则 23 < |P/Z(P)| < 
24. 

WEA 设 2:= 2(P) E 2" := |P/2|. AA P 是 特殊 的 ,有 P = 2 = 5(P), 
且 由 假设 得 P' = NP), |P'| = 4. 特别 地 , P\Z 中 每 一 个 元 素 都 是 4 阶 元 ， 如果 
n= 2, MFE z,y e P EI P = (x,y, Z(P)). 因此 P= ([z,y]) = Co, KA |P’| =4 
FTE. FRA n > 3. 

设 ae PZ H+ 

C:=Cp(a), C:=C/{a). 


注意 到 , 因 1 关 a?* eZ 而 有 |2|=2. 取 xzeC 使 二 是 一 个 对 合 . gZ, 
元 素 r NGPA 4 H x? e (a), BY 2? = oa2. 因此 olzra)=2, 这 和 N(P)=2 且 zag 2 
FJA. 

已 经 证 明了 2 是 忆 的 唯一 的 2 阶 子 群 . 于 是 由 90 页 5.3.7 得 到 C 或 是 循环 
群 ( 阶 < 4) 或 为 8 阶 四 元 数 群 . 这 给 出 


IC] € {8, 16, 32}. 
AIM, 因为 (a)2 在 已 中 正规 , MUREX a? 包含 在 a2 中 , 由 此 推出 
|P/C| = |a”| < |aZ| = 4. 


于 是 |P| < 2", BP |P/2| < 25. 
4 |P/C| <2 时 ,有 |P| < 2°, 所 以 |P/2|< 24, 得 到 结论 . 因此 只 要 证 明 假定 
(+) |P:Cp(a)|=4, Vac P\Z H |P/z| =% 

导致 矛盾 . 设 z E Z*, 万 := Pat. HA 


O(P)=P' = 220. 
如 果 2 = Z(P), 则 P 是 超 特殊 的 , 而 |P/Z| 是 平方 数 ( 见 5.2.9), 和 (+) 矛盾 . 


D 这 里 用 ~ 取代 上 划 线 记号 : 
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假设 ZA Z(P). 那么 存在 ac P\Z HB ae (P), 因此 
{a *z*\|z é P} = {1,2}. 


于 是 由 8.1.7 得 |P : Cp(a)| = 2, 这 也 和 (+) 矛盾 . 口 
8.5.5 设 (d) 是 一 个 循环 3 群 , 且 忠 实 无 不 动 点 地 作用 在 2 群 P 上 . 假设 
(+) 对 P 的 每 一 个 交换 子 群 V, 有 7r(V)<2. . 

那么 o(d) = 3. | 
WERA o(d) = 3". 对 |P| 用 归纳 法 , 可 假设 (a) 平凡 地 作用 在 P 的 每 一 个 

(d) 不 变 真子 群 上 . 因此 8.5.1 表明 (d) 不 可 约 地 作用 在 


P := P/ (P) 


E, H P 是 初等 交换 群 或 特殊 p 群 , 并 且 由 8.2.9(a), (d) 也 忠实 地 作用 在 P E. 因 
此 , 对 所 有 的 1 六 ze (d) 有 Opl) = 1 特别 地 , (d) 在 P” 上 的 每 一 个 轨道 的 长 为 
o(d) = 3". 这 给 出 了 

(1) [P| = 1 (mod 3"). 

因为 2(P) 是 初等 交换 群 , 所 以 由 (d) 的 无 不 动 点 作用 得 到 |2(P)| > 4. 而 由 
(+) 推出 

(2) |Z(P)| = 4 B QP) = Z(P). 

情形 P' =1 给 出 |P| = 4, 而 因 (中 忠实 地 作用 在 P 上 ,得 o(d) =3. 

余下 的 情形 为 P 是 特殊 群 且 满足 8.5.4 的 假设 (I (2)). 由 此 得 到 [P| = 23 ja 
(P| = 24. 因此 由 (1) 得 |P| = H n=l. 

8.5.6 设 G 是 群 且 1 关 d 是 G 的 一 个 3 元素. 假设 下 面条 件 成 立 : 

(1) Cg(O2(G)) < O(G). 

(2) G 中 存在 6 阶 元 素 . 

(3) G 中 存在 一 个 (d) 不 变 的 初等 交换 2 TH Ww, 使 得 


Cw(d) =14 W, 


则 G 包含 一 个 8 阶 的 初等 变换 子 群 . 

证 明 设 

P:=0{0), Z:=(2Z(P)) BC := Ce(Z). 

假设 G 是 一 个 反例 , 则 有 

(+) 对 G 的 每 一 个 交换 2 FHA r(v) < 2. 
这 表明 了 |Z| <4 H |\WCz(W)| <4. AA d EW W 和 2, 且 无 不 动 点 地 作用 在 
W 上 , 得 

W =Z = Cx Ca E Cz(d) =1. 
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设 D eSylsG 使 得 de D, 且 取 re D. WR [Zr] 41, WA |Z) = 和 而 有 
Oz(z) = 1, 从 而 由 (+) 得 到 Cp(z) = 1. 因此 P 和 z 满足 8.5.5 的 假设 . 得 到 

(*) 对 所 有 的 使 得 [2,z] 关 1 的 zeD, 有 Cp(x)=1 且 ol(z)=3. 

首先 假设 D 是 循环 的 .那么 由 (+) 得 D = (d) = Cs, 而 由 假设 (2) 和 Sylow 
定理 可 证 存在 对 合 te G, 使 得 比 可 = 1. 因为 Z(t) BRS, 得 |[2,#| < 2 
5.1.6). 于 是 从 [Z,t] 是 (a) 不 变 的 推出 [Z, 4] = 1, 并 且 + 不 包含 在 2 中 , 所 以 Zit) 
是 8 阶 初等 交换 群 . 这 和 (+) 矛盾 . 

假设 D 非 循环 . 那么 Co(2 是 D 的 非 平凡 正规 子 群 . 设 b 是 Cp(2)m2(D) 
中 的 3 阶 元 且 巨 := (bd). E (+) 得 已 是 9 阶 初等 交换 子 群 . 因此 由 8.3.4 得 

P'= (Cp(z)|z € E*). 
进一步 , 再 由 (+) 得 对 所 有 的 re E\(b) 有 Cp(z) = 1. 于 是 P = Cp(b), 这 和 假设 
(1) FA. 口 
习 题 

1. 设 G 是 群 . 假设 G 的 每 一 个 真子 群 都 是 军 零 的 , 但 G FES. 那么 存在 不 同 的 素数 Pr 

和 jp 元 a EG 使 得 
G = F(G)(a) H F(G) = (a”) x R, 

其 中 , 玉 是 初等 交换 群 或 特殊 7 群 . 
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本 节 介 绍 群 在 向 量 空间 上 的 作用 .作为 这 种 作用 的 例子 , 给 出 群 GLo(q) 和 
SLo(q), 而 在 下 一 章 中 也 需要 SLo(q) 的 一 个 重要 性 质 . 
设 p 是 一 个 素数 , 众所周知 , 对 每 一 个 p 的 方才 


q=p™ (mé€N) 
怡 存在 一 个 域 (在 同 构 的 意义 下 )F,, 使 得 |F,| = 4. 设 
E := F,. 


mE K (+) 是 初等 交换 p 群 , 而 乘 群 K* 是 循环 群 , 见 8.3.3 后 的 评注 . 
设 V EK 上 的 mm 锥 向 量 空间 . 那么 加 群 Y(+) 是 gr 阶 的 初等 交换 p 群 . 
RE GLV) 是 向 量 空间 V 的 自 同 构 群 , 即 


GL(V) = {x EAut V(+)| 对 所 有 的 veV 和 入 eK A w = (Av)"}. 
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如 果 G 作用 在 交换 群 Y(+) E, 于 是 oO ~ os 成 立 . 此 外 , 车 有 

O, (Av)? = Aw? (A € Kivu € Vig € G), 
则 称 群 G ERA) SG] (act on the vector space) V E. 

任何 这 样 的 一 个 作用 都 产生 一 个 从 G 到 GL(V) 的 同 态 ; CHAT GEV E 
的 作用 . 

如 果 VWVW 关 0 且 0 和 V 是 V RAM CG PREFER, 则 称 G 在 站 上 的 作用 是 
不 可 约 的 (irreducible)®, 

8.6.1 Schur 5/2 ÈE G 不 可 约 且 忠实 地 作用 在 K 向 量 空间 V E, 则 下 
面 的 结论 成 立 : 

(a) Z(G) 是 循环 p 群 . 

(b) 如 果 Z(G) = n Œ niig - 1), 那么 存在 单 同 态 p: Z(G) K*, 使 得 


MAAN zE Z(G), ve V A vt Pos. 


证 明 设 2:=2(G),zE 2#. BA Cy(z) 是 V HE G 不 变 子 空间 . G 的 不 
可 约 作用 给 出 对 所 有 的 2 e Z# 有 Cv(z) = 0. 于 是 从 8.3.2 和 8.1.4 得 到 (a). 
(b) 对 入 Ee K", 映射 


ZV =V, HP, ve dw 


在 Z(GL(V)) 中 且 M := {zà € K*} Æ Z(GL(V)) 的 同 构 于 K* 的 子 群 . 

因为 G 忠实 地 作用 在 V 上 , 这 个 作用 由 G 到 GLU) 的 同 态 所 描述 . 把 G 的 
元 素 和 它们 在 GL(V) 中 的 像 等 同 , 则 可 把 G 从 而 2 也 看 成 是 CLIV) HTH. 于 
Æ H := MZ 是 GL(V) 的 被 G 中 心 化 的 交换 子 群 . 由 GEV 上 的 不 可 约 作用 得 


对 所 有 的 he H*, 有 Cv(h) = 


如 上 所 述 , 这 证 明了 H 是 循环 的 .特别 地 , WAT [Z| 阶 的 子 群 ( 见 18 页 
1.4.3)， 进 一 步 , 因为 n 整除 K 而 得 到 的 这 个 子 群 在 M( 宇 K*) 中 ， oe 
32<M. 

应 该 指出 , 用 和 8.4 节 中 同样 的 论证 , 对 群 作用 在 向 量 空间 上 可 证 明和 8.4 
中 的 那些 定理 类 似 的 分 解 定 理 , 特别 是 Maschke 定理 和 Clifford 定理 . 当然 , 现在 
的 不 可 约 性 和 半 单 性 是 指 子 空间 而 言 而 不 是 指 子 群 . 

众所周知 , 把 GLV) 每 一 个 元 素 r 对 应 到 它 的 行列 式 deta 的 映射 


det: GLIV) > K* 
O DERE, RREA G 在 V(+) 上 的 作用 是 不 可 的 的 
D 。 通过 印 量 乘法 作用 
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是 一 个 满 同 态 . 因此 
SL(V) := {a € GL(V)|det x = 1} 
是 GL(V) 的 正规 子 群 , 且 使 得 
GL(V)/SL(V) = K*. 


EX (q —1,p) = 1, 所 以 GL(V) 的 所 有 的 p 元 包含 在 SL(V) 中 , 将 常常 用 到 这 个 
事实 . 
对 于 V 的 固定 的 基 v1,… ,vn, 每 一 个 =e GL(V) 都 对 应 一 个 可 道上 矩阵 


Ait e l An 
Anl ae Ann 


Hp, Ag € K 由 下 面 的 方程 所 确定 : 
v= NV j= Lm 
j=l 


映射 2 + A(x) 是 一 个 由 GL(V) 到 K 上 的 所 有 n x n BEAR GL, la) 
的 同 构 . 特别 地 , SLIV) 映射 到 由 所 有 行列 式 值 为 1 的 矩阵 组 成 的 群 SL (dz) 上 . 
常 把 元 素 2 e GL(V) 用 矩阵 A(x) 描述 (对 站 的 一 个 固定 的 基 ) 记 为 


x = A(z). 


尽管 下 面 的 大 多 数 结果 都 可 容易 地 推广 到 n 维 向 量 空间 上 , 但 从 现在 起 假定 V 是 
K 上 的 2 维 向 量 空间 ， 
GLIV) 的 阶 等 于 有 序 对 (v, w) 的 个 数 , 其 中 , (w, w) E V 的 一 个 基 . 因此 


|GLa(q)| = |GL(V)| = (人 -DT — 9) 
且 
|SL2(q)| = |SL(V)| = (q~ 1)alg + 1). 
对 Ac K*, 由 入 诱导 的 纯 量 乘法 
zy: V =V, EP, v= Av 


是 Z(GL(V)) 的 元 素 , 且 对 于 V 的 每 一 个 基 有 


akn 
EmN p a 
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Ay 
Z := {za € K*} (€< 2(GL(V))), 
显然 Z 同 构 于 K*, 并 且 只 有 A= 1 时 zx、 €SL(V). 设 
F 2: 


WME p= 2, WA z= 1. MH p2, MA z 是 SL(V) 中 的 一 个 对 合 . 
8.6.2” 设 p 关 2, 则 z 是 SL(VY 中 唯一 的 对 合 . 
WERA 设 te SL(V) 是 一 个 对 合 . 那么 对 所 有 的 uveV 有 


v + vt e Crit). 


WR Cy(t) = 0, W vt = 一 v, 从 而 t= z. 假设 Cy(t) 40. MARE V HE vw 
使 得 vE Cy(t), 且 对 于 这 个 基 有 


:= 人: a 
x 一 ] 


但 det t= 一 1, 这 和 p 冯 2 Ate SL(V) TA. 口 
设 V#:= {v e Vo #0}, ve V*. i 


Kv := {Avj € K} 
AV 的 由 ww 生成 的 子 室 间 . 设 v,w 是 V 的 基 , 即 Ko A Kw. oO 
S(v) = {z € GL(V)|(Kv)* = Kv} 
Jfa 
E 入 & 
P(v):= {z € GL(V)|u* =u} 
本 1 0 
i i. & 


Dio.) == Ste) Ste) = {( 4 K ) 


nie kheK), 


me KAeK), 


dy, dg 三 x}, 


QD 对 于 基 v, w iz. 
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S(v):=S(v) NSL(V) = {( : Ne 
= . 1 0 
Po= Pensu) ={ ( i ) re K}, 


D(v, w):= D(v,w) n SL(V) = {( bap ) sex}. 


se the rk], 


显而易见 上 面 的 集合 都 是 CLV) 的 子 群 . 现在 讨论 它们 的 结构 ; 

8.6.3 (a) D(v,w) = K* x K* H D(v,w) = K* .特别 地 , D(v,w) 是 g-1 
阶 循环 群 . 

(b) P(v) = K(+). 

(c) P(v) 是 S(v) 的 正规 子 群 且 S(v)(R S(v)) 是 P(v) 和 D(v, w)R D(v, w)) 
的 半 直 积 . 特别 地 , S(v) 和 S(v) 都 是 可 解 群 . 

(d) Xt x € D(v,w)\(z) 有 Crmlzl=1 和 [Pool= P(v)®. 

证 明 “大 多 数 断 言 可 根据 子 群 的 定义 直接 从 矩阵 表示 得 到 . 对 于 (c), 注意 到 
P(v) 是 Seo) 在 Kv 上 作用 的 核 . 因此 P(w) Sw) A P(v) 4 5(v). 

言 (d) 可 用 


5 ON /1 ofa O \ ari ls p 
0 6 LA aL o dj] GPRM 1 

验证 . 注意 这 里 6-2? =15=41. 口 

8.6.4 对 veV# 有 [VP(v)] = Kv A [V, Pv), P(w)| =0. 

证 明 Pio) 的 矩阵 表示 表明 Plv) 平凡 地 作用 在 V/ Ko E. 因此 

0 # [V, P(w)] E€ Kv 

BA [V, Pie), Pœ) = 0. 因为 [V Pw] BV 的 子 空间 ,也 得 [V Ploj] = Kv. O 

下 面 的 结果 描述 了 GLIV)( 也 是 SL(V)) 的 Sylow p 结构 . 

8.6.5 (a) Syl, GL(V) = {P(v})|v e V#} H 

P(v) = P(u) @ Kv = Ku. 

特别 地 , Syl, GL(V)| =q + 1. 


(b) Nex) (P(v)) = Siv), ve VË. 
(c) 如 果 Kv A Ko(v, u € V*), 那么 P(w) P(u)= 1. 


T 因此 S(w)/(z) 是 Frobenius #, 见 8.1.12. 
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(d) 对 使 Kv # Ku M v, u e V* F Syl, GL(V) = {P(u)}U{P(v)*|2 € P(u)}. 

证 明 显然 , 因 | P(w)| = 9 = p™ 得 Plo) (w e V*) Æ GLV) 的 Sylow p F 
HF. RZ, GL(V) 的 Sylow p 子 群 作用 在 集合 V E. 因为 0 = 0, 所 以 由 47 页 
3.1.7 FFE v e V# 使 v? =v. 这 蕴含 了 P< Pl), 从 而 P= Plo). 

设 v,wu EV#. WR Kv # Ku, WA vu 是 下 的 基 , 得 


P(v) # Plu) $ Kv # Ku & Plv) n P(u) = 1. 


这 推出 (c) 和 (a)， 此 处 要 注意 到 T = 4 + 1 是 子 空间 Ko (o € KA) 的 个 数 
因为 P(v)* = P(o, e eGL(V), 也 得 到 (b). 
(d) P(u) 由 共 思 作用 在 Syl, GL(V) 上 . 如 果 P(v)® = P(v), a € P(u), WA (b) 
和 (c) 得 a = 1, 因此 , FE q = |P(u)| 个 两 两 不 同 的 Sylow p FH P(v)*,2 e Plu). 
连同 P(u) 一 起 共有 w+ 1 个 Sylow p TE, 于 是 从 (a) 得 到 结论 . 口 
下 面 收集 了 上 面 所 介绍 的 子 群 之 间 关系 的 一 些 性 质 . 同 前 , 设 v,w 是 V 的 基 
且 对 于 这 个 基 有 te SL(V') 使 得 


(Ce) 
t= . 
1 0 
8.6.6 (a) JuceV\(KvUKw) 有 


S(v) Nn Siw) Nn Siu) = Z. 


特别 地 , 2(GL(V)) = Z A Z(SL(V)) = (2). 
(b) Narvy (Dlv, w)) = (t) Dv, w) 或 者 g=2 H Biv, w) = 1. 
(c) Nstv)(D(v, w)) = (t)D(v, w) RÆ q <3 A D(v,w) = (2). 
(d) 对 所 有 的 re D(v, wt 有 [五 fw, w), 2] = D(v,w). 
(e) 对 所 有 的 a © P(v)* 有 Coula) = P(w)Z(GL(V)). 
HEAR (a) 因为 
Z < S(v) n Stw) N S(u) =: H, 


只 要 证 明 H < 2 就 够 了 . BAA. E K* 使 得 
u = AU + Agw, 


且 设 he A, 则 存在 m, ua us € K* WẸ o = mv, w = pow H u” = mu. 由 此 
得 到 


HA 和 十 1 和 和 二 1 下 三 让 一 和 十 om = Mv + Agpow, 
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于 是 因 v, w 是 基 而 有 
MaAy = Ap H uada = Aapa. 


因此 us = p = po Hh= zp, € Z. 
(b) 和 (c) X} x € Nowy) Div, w)) 有 


D(v,w) = (D(v,w))* = D(v", w”). 


于 是 (a) AST (Kv, Kw} = (Kut, Kw*} 或 D(v,w) = Z(GL(V)). 在 第 1 种 情 
eM, 由 rg Dlo, w) 得 


(Kv)? =Kw, (Kw) = Kv 
H ta e D(v,w). 在 第 2 种 情形 时 ， 
D(v,w) = K* x K* 和 Z(GL(V)) = K" 


推出 D(v,w) = 1 Al g = 2. 
FA Div, w) 替代 Dv, w), 情形 Dlo, w) = Z(SL(V)) 给 出 


qg—1=|D(v,w)| = |(z)| < 2, 
MMA q < 3. 


(d) 因为 D(v,w) 是 交换 的 , 所 以 可 以 假设 = = t. 对 元 素 d= | : h ) 有 
2 


人 
0 65° -1 0 0 dg 1 0 
pis aie eB 
A ly eg 
从 而 得 到 (d). 


(e) Al P(w) 是 交换 的 , 显然 有 Z(GL(V))P(v) < Coty (a). 另 一 方面 Cv(a) = 
Kv, 于 是 有 Cawvy(a) < 5(v), 于 是 从 8.6.3(c) 及 一 个 简单 的 计算 即 得 出 (e)， 0 
8.6.7 t Pi, Po  GL(V) 的 两 个 不 同 的 Sylow p TE. 那么 


SL(V) = (Pi, Pa). 


TEAR ”根据 8.6.5(a) FE V 的 基 ow EAP, = Plw) BOP) = Piw). 由 
8.6.3(c) 和 8.6.5(b) 有 Nszv)P(v) = P(v)D(v,w), 且 由 8.6.5(d) 得 到 


G := (Pi, Pa) (< SL(V)) 
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是 由 SL(V) 的 所 有 Sylow p 子 群生 成 的 群 . 于 是 由 Frattini 论断 得 
SL(V) = GD(v, w). 


因为 Div, w) 是 交换 的 ,上 平凡 地 作用 在 SL(V)/G 上 . 因此 8.6.6(d) 表明 了 D(v, w) < 
G, 故 G =SL(V). o 

WÈ r EeSL(V), v e V* 使 得 vr = v, W r E pE ( 见 8.6.3(b)). 这 证 明了 

8.6.8 H RÆ SL(V) H p TH. 那么 对 所 有 的 zeER# ACy(c)=0. 0 

8.6.9 WrePrA¢p Bh RÆ SLV) 的 Sylow r TH. WR r2, W RA 
循环 群 , 如 果 r = 2, 那么 RENTAR. 

证 明 8.6.8, 可 用 8.3.2. 那么 五 是 循环 群 或 四 元 数 群 . 剩 下 只 要 排除 = ?2 
且 五 为 循环 的 情形 . 在 这 种 情形 下 SLV) 有 一 个 正规 的 2 补 ( 见 7.2.2), 且 这 个 2 
补 包 含 了 SL(V) 的 所 有 Sylow p TH. 于 是 得 出 8.6.7 M R1 相互 矛盾 . 口 

SLa(2) Æ 6 阶 的 非 交 换 群 , 同 构 于 Ss. 

SL2(3) 是 非 3 闭 的 24 阶 群 ( 见 8.6.5), 其 Sylow 2 TH Q 是 四 元 数 群 ( 见 
8.6.9), 且 中 心 是 2 阶 的 ( 见 8.6.6(a)). 因此 72 页 4.3.4 表明 了 Q 是 SLa(3) 的 正规 
FH. 

总 结 得 到 

8.6.10  SL2(2) 和 SL2(3) 是 可 解 群 . 群 SLz(2) AMT S3, H SLa(3) 是 3 
阶 循环 群 和 8 阶 四 元 数 群 的 非 直 积 的 半 直 积 . 反之 , 每 一 个 这 样 的 半 直 积 都 同 构 于 
SL2(3). 

证 明 只 需 证 最 后 一 个 结论 . 设 A, B 是 非 平凡 地 作用 在 四 元 数 群 Qs 上 的 两 
个 3 阶 群 . 只 要 证 明 


AM Qs = Bw Qs 
即 可 . 因 两 个 群 都 忠实 地 作用 在 Qs 上 , 于 是 均 可 看 成 是 Aut Qs 的 子 群 . 由 5.3.3 
Al A 和 B 在 Aut Qs PIER, 从 而 对 应 的 半 直 积 是 同 构 的 . 口 


现在 假设 g 24. 那么 D(v,w) 4 (2) 且 对 x © D(v,w)\(z) 从 8.6.3(d) 得 
P(v) = [P(v),z] < SL(V Y: 


因此 SL(V) 的 每 一 个 Sylow p 子 群 包含 在 SL(V)' 中 . 于 是 由 8.6.7 得 到 
8.6.11 q4, SL(V) 是 完备 的 : 口 
因为 GL(V)/SL(V) (= K*) 是 交换 的 , 所 以 GL(V) 的 换 位 子 群 包含 在 SL(V) 
中 . AE g > 4 时 , 由 8.6.11 推出 


GL(VY = SL(V)®. 


D 这 对 g = 3 时 也 成 立 . 
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下 面 关于 SLV) 结构 的 论述 与 下 一 章 内 容 有 关 . 

8.6.12 WpA2. 假设 a 是 一 个 元 素 , RÆ SLV) 的 一 个 使 得 1 F(R, a] 
的 (a) 不 变 p FH. 那么 p= 3, R 是 8 阶 四 元 数 群 且 Ria) =SL2(3). 

证 明 ”由 142 页 8.2.7, 有 


= [R,alCa(a) 和 [R,a,a] = [R, a], 


并 且 由 8.6.6(c) 得 Cr(a) < (2). 

下 证 : 

(1) [R,a] 是 一 个 四 元 数 群 . 

(1) WA (z) = 2([R,a]) ( 见 8.6.2), 从 而 R = [R,a]. 因此 RR 是 一 个 四 元 数 群 
Qan. H n 24i, RR 有 指数 为 2 的 循环 特征 子 群 , H a 平凡 地 作用 在 RE (A 140 
页 8.2.2(b)). 因此 R= Qs, 于 是 从 8.6.10 得 到 结论 . 

现在 对 R) 用 归纳 法 来 证 明 (1). 可 假定 R = [Ra], 且 由 于 140 页 8.2.3 也 可 
假定 R 是 一 个 r+ 群 , 其 中 , r ERT p 的 素数 . 

如 果 RIEMER, 则 从 8.6.9 得 到 (1). 下 面 证 明 R 循环 时 会 导出 矛盾 . 

因为 R= [Ra], 所 以 a 作为 p 阶 自 同 构 作 用 在 循环 群 R 上 . 由 40 页 2.2.5 得 

(2) p 整除 (r 一 1). 
因此 r+ 半 2, HA |SL(V)| = (a — Dalga + 1) 而 有 

(3) r 整除 (g 一 1) 或 r SEER (gq 十 1). 

如 果 q= p, 那么 (2) 和 (3) EATE. 

情形 ri(q—1) 不 成 立 的 证 明 也 是 初等 的 . 由 Sylow 定理 , 可 假设 R< D(v,w), 
ou 是 Y 的 基 ( 见 8.6.3(c)). WA Kv 和 Kw BV MAM RTE 1 维 子 空间 ( 见 
8.6.6(a)). uk Re = R 表明 (a) 或 者 平凡 或 者 传递 地 作用 在 集合 (Kv, Kw} E. 
这 分 别 与 a 关 1 ( 见 8.6.5(c)) Mp #2 矛盾 . 

从 刚才 的 研讨 , 只 需 考 虑 rj(g + 1) 情形 . 首先 注意 到 


r 整除 (g? —1). 


下 面 用 有 限 域 理论 中 “存在 K =F, 的 域 扩 张 LE LS Fp” RAT 
事实 . 它 表明 了 
SL(V) = SL2(q) < SLa(q”) = (V), 


其 中 .六 是 二 上 2 维 向 量 空间 . 因此 Ria) 同 构 于 SL(V) 的 子 群 . 因为 r|(@2 - 
可 回 到 前 面 的 情形 , 于 是 同样 可 导出 矛盾 . 

8.6.13 Wp42HGESL(V) HAE p ATH, WG 的 Sylow 2 een 
数 群 . 
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证 明 iG <SL(V) 是 一 个 极 小 反例 . 因为 OP (G) 是 p 闭 的 当 且 仅 当 'G 是 
p 闭 的 , 得 
(‘) Or (G) = 
用 8.6.9, 可 假设 对 |G| 的 所 有 Ap 的 素 因 子 ; G 的 Sylow r 子 群 都 是 循环 
的 . wr 是 极 小 的 这 样 的 素 因子 . AA ( 81 G 没有 正规 7 补 ", 从 7.2.1 得 对 
ReSyl.G 有 
ColR)# NolR). 


因此 , 存在 |Nc(R)| 的 一 个 素 因 子 s( 从 而 也 是 |G| 的 素 因子 ) 和 一 个 元 素 aEe 
Ne(R)\Ca(R). 因为 R 是 循环 的 , 2.25 BA 


s Æi r-l. 
由 7 的 极 小 性 得 s = p. 但 是 因 FR 循环 , 这 和 8.6.12 FA. 口 


Dickson 的 一 个 众所周知 的 定理 证 明了 : 8.6.13 中 那样 的 群 G 有 一 个 同 构 于 
SLo(p) ATED. , 
设 呈 是 VV 的 1 维 子 空间 的 集合 , 即 


Q := {Kvlv e V#}®. 
那么 GL(V) 作用 在 只 上 
Ku Kv", x € GL(V), 
Siv) BA Kw 的 稳定 子 ， 
D(v,w) = Slv) n Sw) (Kv# Kw) 
是 两 个 点 的 稳定 子 , 且 
z= ZIGUV)) YS” 


是 这 个 作用 的 核 . 因此 


{z,|A€ K*} 


(z) = ZnsL(v)**=™ Zisu) 


是 SL(V) 在 品 上 的 作用 的 核 . 

_* 原 书 此 处 有 误 . 一 一 at 

号 见 文献 [6] 的 第 8 ERAR [12] 的 第 44 页 . 

Qo K 上 的 1 维 射影 室 间 (projective space), 射影 直线 (projective line). 
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进而 P(V) 是 S(v) 的 正规 子 群 , 它 正则 地 作用 在 O\{ Kv} 上 (用 |P(w)| =¢= 
In\{Kv}| 和 8.6.5(e)). 因为 P(v) < SL(V), 所 以 SL(V) 和 GL(V) WEN E2 £ 
传递 . TI D(v,w)/Z 的 阶 为 g 一 1 且 正 则 作用 在 Kv, Kw} 上 ( 见 8.6.6(a)). 
于 是 GL(V) 在 0 上 的 作用 是 3 重 传递 的 . 

如 果 p = 2, WA > = 1 而 有 SLV) 忠实 地 作用 在 CO E. 因此, Div, w) 在 
O\{ Kv, Kw} 上 是 正则 的 , 从 而 在 这 种 情形 下 SL(V) 在 0 上 也 是 3 重 传递 的 . 

如 果 p2, BA z #1, D(v,w)/(z) 不 能 传递 地 作用 在 O\{ Kv, Kw} 上 . A 
此 , 在 这 种 情形 下 SLV) 在 OQ 上 不 是 3 重 传递 的 . 

讨论 也 证 明了 群 5(v)/2( 或 S(v)/(z)) 作为 Frobenius 群 作用 在 {Ko} E, 
Et, P(v) (= K(+)) 是 Frobenius BA D(v,w)/Z (= K*) (或 Dlv,w)/(z)) 是 
Frobenius 补 . 

应 该 指出 的 是 , 由 8.6.5(a), 映射 


p: Q — Syl, GL(V), ( Kv Pv) 


是 一 个 满足 如 下 条 件 : 
((Kwu)*)? = ((Kv)?)* 
的 双 射 . 因此 G 在 上 的 作用 和 在 Syl, GL(V) 上 的 作用 (HI) 是 等 价 的 . 
商 群 
PGL(V) := GL(V)/Z(GL(V)) 和 PSL(V) := SL(V)/Z(SL(V)) 
分 别 是 2 维 的 射影 线性 群 (projective linear group) 和 特殊 射影 线性 群 (special pro- 


jective linear group). 
类 羽 地 , 可 定义 


PGLo(q) := GLo(q)/Z(GLz(q)) 和 PSLo(q) := SLa(q)/Z(SLa(q))®. 


8.6.14 ”定理 ”对 每 一 个 g > 4, PSL(V) 是 非 交 换 单 群 . 
证 明 iG :=SL(V), N 是 G 的 使 得 
(sy<NgG 


的 正规 子 群 . 只 要 证 明 N =G 即 可 . 因为 G 在 只 上 2 重 传递 , 由 68 页 4.2.2 和 69 
页 4.2.4 知 N EQ 上 传道 . 因此 由 Frattini 论断 得 G = NS(v). 特别 地 ,有 


G/N = S(v)/S(v) NN. 


D PSlia(q) (RAIA Dicksonl§l 给 出; 见 文献 [13], 11.2.8. 
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由 S(v) 的 可 解 性 ( 见 8.6.3(c)) 得 G/N 可 解 , 从 而 有 G/N = 1 或 (G/N) AGN. 
在 第 1 种 情形 时 结论 已 成 立 , 而 在 第 2 种 情形 时 有 G'G 19 T 1.5.1), 5 8.6.11 
FA. 0 


>] 题 


1. PSLa(3) = Ag, PSL2(4) =PSLa(5) = As. 

2. Ag 和 PSL2(9) FIH. 

3. PSL2(9) 有 唯一 的 对 人 台 共 本 类 . 

4. 每 一 个 120 阶 的 非 可 解 群 同 构 于 Ss, SLa(5) 或 As x Co. 

5. 对 g 三 3 (mod 8) 和 g 三 5 (mod 8), PSLarg) 的 Sylow 2 子 群 同 构 于 Ci x c.©. 


T 由 Gorenstein-Walter 的 一 个 定理 , 这 些 是 仅 有 的 Sylow 2 子 群 同 构 于 Co x Cy 的 单 群 , 见 附 录 . 
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本 节 中 总 假设 , p 是 素数 , G 是 作用 在 初等 交换 p 群 W 上 的 群 . 如果 a BG 
的 一 个 元 素 , 能 使 
Vaa] = 1, 
那么 称 a 二 次 (quadratically) 作 用 在 V 上 . 这 意味 着 a, 从 而 (a) 也 平凡 地 作用 在 
[V,a] 和 V/[V,a] E. 特别 地 , (wyCo(V)/Col(V) 是 一 个 p 群 ( 见 140 页 8.2.2(b)). 
在 自 同 构 环 End V 中 , a 的 二 次 作用 给 出 了 
对 所 有 的 ve V, A Ded =1， 
即 (a 一 1)? = 0 名 . 因此 a 或 者 平凡 地 作用 在 VY 上 或 有 一 个 二 次 极 小 多 项 式 . 
ERGE 
[V G, G] =1, 
则 称 G 二 次 (quadratically) 作 用 在 了 E. 
下 面 的 例子 中 , G 在 V 上 的 作用 是 二 次 的 ; 
(a) G 平凡 地 作用 在 V 上 . 
(b) |G|=2=p. 那么 对 aeG 和 weV 有 


[v, a]* = [v,a] = [v,a]. 


(c) G 2—* p BA V/Cy(G)| =p, A 135 页 8.1.4. 

(d) V 是 Fn 2 维 向 量 空间 W 的 加 群 ,G 是 SL(W) 的 Sylow p PE, M 
163 页 8.6.4. 

(e) VAG 是 群 H 的 正规 子 群 且 G 是 变换 群 ， 


lV, G, G] = [[V,G],G] < [VNG,G] = 1. 
如 果 对 所 有 的 ae G 有 
[V,a a] = 1 + aCe(V) € Op(G/Ce(W)), 


@ 因为 把 V BEREE, 所 以 End V 的 0 元 素 把 V 的 每 一 个 元 素 晓 射 到 ly. 
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那么 称 G EV 上 的 作用 是 p 稳定 的 (p-stable). 

对 p = 2, 每 一 个 对 合 都 二 次 作用 在 V 上 (例如 , (b)). 于 是 只 对 p 42,7) BE 
才 有 意义 . 

首先 给 出 一 些 初 等 性 质 . 

9.1.1 假设 G 二 次 作用 在 了 E. 

(a) 对 所 有 的 veEaceGrnEegH 有 [由 an]= [v", a] = [v, a)". 

(b) 对 所 有 的 ae G 有 |V| < |Cv(a)l?. 

(c) G/ColV) 是 初等 变换 p 群 . 

证 明 ”因为 对 a eG 有 [v,a] = [v, a], 所 以 从 20 页 1.5.4 得 到 (a). 现在 从 
wp = 1 和 (a) 得 [v,a] = 1. 特别 地 ， 


WAAAY ae G, A ar e Cel), 


并 且 G 的 二 次 作用 和 三 子 群 引 理 蕴 售 了 [VG] = 1, 因此 G/Ce(V) 是 交换 群 , 从 
而 (c) 成 立 . 
最 后 由 150 页 8.4.1 得 


V/Cy(a) = [V,a] < Cv (a), 


FE (b) 成 立 . 口 
下 一 个 例子 表明 对 p > 2, p 阶 元 素 不 一 定 是 二 次 作用 的 . 
设 G = 54, VY 是 Fs 上 基 为 Ui Ua 的 4 维 向 量 空间 . 那么 


v = vg, t=1,---,4,9E6C 


t 


定义 了 一 个 G 在 WW 上 的 忠实 作用 . 由 9.1.1(c), RA G 的 3 元 素 才能 够 二 次 作用 
EVE. 
设 9 := (123). 那么 


[v g: g] = [—v1 + v2, g] = vi +v + vg #0, 


所 以 G 的 非 平 凡 3 元 素 不 能 二 次 作用 在 V 上 ; 特别 地 , G EV 上 的 作用 是 3 稳 
定 的 . 

下 面 大 多 数 情况 只 要 把 V 看 作 素 域 F, = Z/pZ 上 的 向 量 空间 ( 见 47 页 2.1.8). 
但 在 9.1.4 的 证 明 中 研究 GER, AETA W 上 的 作用 则 更 为 方便 , 其 中 , F, 的 
特征 是 p 也 如果 一 个 群 或 元 素 二 次 作用 在 W 的 加 群 上 , 从 一 个 稍微 一 般 的 观点 
上 说 这 个 群 或 元 素 二 次 作用 在 Fs 向 量 空间 W 上 . 


T 所 考虑 的 所 有 向 量 空间 都 是 有 限 锥 的 . 
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9.1.2 ” 设 G 作用 在 F, 向 量 空间 W #0 E, g=p™. BR 
(1) G = (a,b), 其 中 , a M b 二 次 作用 在 W E, 
(2) G/Co(lW) PÆ p 群 . 
(3) o(ab) = p*k H. k|(q — 1). 
那么 存在 同 态 
p: G — SLa(q) 


使 Ge 不 是 p #. 

证 明 对 1Gl+dim W 用 归纳 法 . 如 果 G 的 作用 不 是 忠实 的 , WA |\G/Ce(W)| < 
IG), 由 归纳 法 得 到 结论 . 

设 Wi 是 W 的 极 大 G 不 变 子 空间 . 如 果 GC/Co(Wi) 不 是 p 群 , 那么 归纳 法 得 
到 对 群 偶 (G, W) 结论 成 立 从 而 对 群 偶 (G, W) 结论 也 成 立 . 最 后 如 果 G/Ce(Wi) 
是 p 群 , 那么 由 假设 (2) 和 8.2.2(b) 得 到 G/Co(W/W,) 不 是 p 群 . 在 情形 W #0 
时 有 dim W/W: < dim W, 再 次 用 归纳 法 得 到 结论 . 

剩 下 的 是 G 忠实 且 不 可 约 地 作用 在 W 上 的 情形 . 特别 地 , 因为 a Alb 的 二 次 
作用 得 它们 是 p 元 . 假设 (2) 表明 G 不 是 交换 群 . 

由 假设 (3) Al Schur 引 理 ( 见 160 页 8.6.1) 知道 循环 群 (ab) 按 纯 量 乘法 作用 
在 W 的 极 小 (ab) 不 变 子 空间 上 , 特别 地 ;, W 中 存在 向 量 w 关 0 和 和 EeF; 使 


we? — dw, 于 是 wt = Aw? !. 


如 果 w e Fyw, 那么 Fyw 是 G 不 变 的 , 从 而 由 W 的 不 可 约 性 得 到 W = Fw. 但 
由 此 得 G 是 交换 群 , 这 是 一 个 矛盾 . 
证 明了 Wi := Fyw + Fw 是 2 维 的 . a Ab 的 二 次 作用 给 出 


w- w= [w, a) E Cw, (a), 


w — w = A — w € Cw, (0). 


因此 (w*)? E Wi, w e Wi, 当然 也 有 (w*)’ © Wi. 这 证 明了 Wi 是 G 不 变 的 , 从 
而 w =W. 特别 地 , AG 由 p 元 a,b 生成 而 有 G < SL(V) = SLo(q). = 

9.1.3 Wp42 GEV 上 是 忠实 的 . 假设 

(1) G= (a,b), 其 中 ;a 和 4 二 次 作用 在 VV 上， 

(2) G 不 是 p 群 . 

那么 下 面 的 结论 成 立 : 

(a) G 的 Sylow 2 子 群 不 是 交换 群 . 

(b) 如 果 Q 是 G 的 正规 p' 子 群 且 [Q,a] 41, 那么 p=3 且 G 有 同 构 于 SL2(3) 
的 截断 
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证 明 BE (ab) = p*k {WE (pk) = 1, q BU k\(q-—1) W p HAR, 把 V 作 
AF, (< Fs) 上 的 向 量 空间 写作 加 法 形式 , 且 取 V HEA n ,wv BW 是 基 为 
Us, tn 的 向 量 空间 , AV CW. G 在 V 上 的 作用 被 基 vw,..: 0, EG EF 
的 像 唯一 确定 . 因此 G 在 V 上 的 作用 能 够 被 唯一 地 扩张 为 G 在 向 量 空 间 W 上 的 
作用 名. 于 是 G 和 W 满足 9.1.2 的 假定 , 所 以 存在 同 态 p : G -SLz(g) 使 


GY = fa? b") 


不 是 p 群 . 特别 地 , Al a? 和 如 dz p TA GY 非 p 闭 . 于 是 从 8.6.13 得 到 (a). 

对 于 (b) 的 证 明 , 可 假定 Q* 是 一 个 使 [Q*,ar] £1 的 ae 不 变 p FH. 那么 
从 8.6.12 得 到 结论 (b). 口 

91.4 定理 Rp2 假设 G 在 V 上 的 作用 是 忠实 但 非 p BEN. 那么 下 
面 成 立 ; 

(a) G 的 Sylow 2 子 群 是 非 交换 群 . 

(b) WRES G 是 p 可 分 的 , 那么 p=3 且 G 有 同 构 于 SLa(2) 的 截断 ， 

证 明 AA GEV EE p 稳定 的 , 所 以 存在 ae G\O,(G) fF [Vaa] = 1. 
RKEVNG 合成 困 子 的 集合 . 由 8.2.10 有 


Op(G) = [| Celw). 


Wek 


因此 存在 W eK ag Co(W), 从 而 有 
aCg(W) ¢ O,(G/Ce(W)) = 1. 


于 是 G/Co(W) 和 W 满足 假定 , 从 而 由 对 |G| +|V| 的 归纳 法 , 可 假定 W =Y H 
O,(G) = 1. 由 Baer 定理 知 存在 heaG 使 


Ci := {a,b} 


不 是 p 群 . 

于 是 从 9.1.3(a) 得 到 结论 (a)( 用 G BAR GC); 注意 到 b 也 二 次 作用 在 W 上 . 

Bit G 是 p 可 分 的 且 Q := Oy(G). WA [Q,a] 闪 1( 见 6.4.3), TU al ý 
取 b. 因此 从 9.1.3(b) 得 到 结论 (b). 

由 提 到 的 Dickson 定理 , 9.1.4(a) 的 证 明 提供 了 一 个 更 强 的 结论 ， G i 
SLo(p) 的 截断 . 


© 因为 Z/kZ 是 有 限 的 ,所 以 存在 正 整数 1 < 了 使 p = p' (mod k), 因此 有 pi- = 1 (mod k). 
D 和 矩阵 方式 为 G < GL(n(p) < GLalg). 
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反之 , 设 V EF, 上 的 2 维 向 量 空 间 . 那么 由 同 构 SLo(p) = SL(V) 得 到 SLo(p) 
E V 上 的 作用 , 因 O,(SL(V)) = 1 知 这 个 作用 不 是 p 稳定 的 ( 见 例 (qd)). 
以 一 个 后 面 要 用 到 的 引 理 来 结束 本 节 . 证 明 自 然 地 涉及 二 次 作用 情形 . 
9.1.5 ”假设 G 忠实 地 作用 在 VV E. RA, Es 是 G 的 两 个 次 正规 子 群 , 且 
EAE [V, E1, | = 1. 那么 (Ei, Ez] < O,(G). 
证 明 ”由 假定 知道 Vv := [V, E] E E := (E, E) 下 是 不 变 的 , 因此 


Ep = Ce(Vi) 和 EY = Ce(V/Vi) 
是 互 的 正规 子 群 . 因为 BonE? 二 次 作用 在 VV 上 ,所 以 Eon E® Æ pE (A 9.1.1(c)), 
因此 Eon E’ < O,(E). FE E < E’ ME, < Eo BAT 
[Bi, Ez] < [E°, Eo] < Eo N E” < Op(E). 


由 6.7.1 @ E MAT O,(£) 也 次 正规 于 G, 所 以 Op(E) < Op(G)( 见 6.3.1). 口 
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同 9.1 节 , 设 G 是 作用 在 初等 交换 p HV 上 的 群 . 本 节 讨 论 怎样 寻求 G 的 二 
次 但 非 平凡 地 作用 在 V 上 的 子 群 的 问题 . 
显然 , 对 G 的 每 一 个 子 群 4, TH 


At := CA(lV, Al) 


二 次 作用 在 V 上. 于 是 对 保证 CAV) < A 成 立 的 条 件 感 兴趣 . 下 一 个 引 理 给 出 
了 第 一 个 线索 . 证 明 的 关键 论证 归功 于 Thompson. 

9.2.1 ”假设 群 4 作用 在 初等 交换 p RV LAM A/Ca(V) 是 交换 群 . WU 
EV 的 子 群 , 那么 4 有 子 群 A 使 下 面 之 一 成 立 : 

(a) |Al|Cy(A)| < |A*||Cv(A*)| 或 

(b) A* = Ca((U, A]), Cv(A*) = [U, AlCv (A) B 

| A||Cy(A)| = |A*||Cv(A"). 

证 明 ”假定 对 4 的 所 有 子 群 B 有 

(+) |Al|Cy(A)| > |Bl|Cv(B)I, 
对 

A* := Ca([U, Al) 


证 明 (b) 中 的 等 式 . 显然 [U A, A*] = 1 且 因 A/Ca(V) 是 交换 群 有 [4, A*,U] = 1. 
因此 由 三 子 群 引 理 知 [C, At, A] = 1, B 
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(1) [U, A*] < Cy (A). 

首先 证 明 不 等 式 

(2) |Al|Cy(A)| < |A*||[U, A]Cv (A)| 
i (b), 有 


A*IICV(A*)| < 1Allcv (a) © JAIU, Alcv (A) <ATIOY(A)), 


从 而 有 |A*||Cy(A*)| = |AlICv(4)| 和 IU, ACA) = |Cvy(4*)|， 因 为 [U, A] < 
Cy(A*) 所 以 最 后 的 一 个 等 式 蕴含 Cy(A*) = [U, A]Cy(A). 
下 面 证 明 (2). 假定 U1 设 
Y :=Cy(A) H X :={U, A]. 
首先 处 理 |U| = 的 情形 , 利用 归纳 法 可 以 把 一 般 的 情形 归纳 到 这 种 情形 . 
BE U = (u). 那么 因为 V 是 交换 群 , 所 以 20 页 1.5.4 表明 [u, A] = |U, A]. 
为 对 所 有 的 a* © A* 由 (1) 得 


[u,a*a] = [u, allu, a*}* € fu, a]Y, 


所 以 映射 
p: A/A* > XY/Y ff aA* = [u a]Y 
是 良 定义 的 . 如 果 wp 是 单 射 , 那么 
|JA/A*| < |XY/Y|, 
从 而 得 到 (2). $ aa e A 使 [u a]Y = [u,a] Y, 即 [u, ai][u, aa] YT =u™u-™ e Y, 
那么 有 
[u, ajay") es uly" 去 (wu) =u” eY 
于 是 
[u,ajaz*, A] = 1 = [ajaz?, A, ul, 

所 以 mw A,ayaz*) = 1, araz * € Ca((U, Al) = A*. 这 说 明了 p 是 单 射 , 从 而 在 情形 
U = (u) 时 得 到 (2). 

现在 假设 U| >p. RU Æ U 的 指数 为 p 的 子 群 . 那么 对 一 个 人 台 适 的 we rr 


Ar = [UA], Ai := Ca(X1) 且 
Xa = Hur Al, Ag =P CalXa). 
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注意 到 
X,XgCy(A) = Cv(A), A = Aj n Ag 
和 
X Cy (A) NM XeCy (A) <= Cy (A, Ag). 


由 对 |U| 的 归纳 法 , 可 假设 对 i= 1,2 A 
|Al|Cy(A)| = |Ag||XeCv(A)I- 
因此 


|AIICv(A)| > La4allcv(4 42)| > |A142l|X1Cv (4) A X2Cv(A)| 
1.1.6 |Ai||A2| |XiCv(A)||X2Cv(A)| _ |AP|Cv(A)P 
[A1N Ag| |XiCy(A)XeCy(A)| — | A*||XCy(A)|’ 
于 是 (*) MA (2). 口 
鉴于 9.2.1, G 的 可 能 是 二 次 作用 的 子 群 是 满足 下 面条 件 的 子 群 A: 
Q 对 4 的 所 有 子 群 4* 有 |Al|Cy(A)| > |A*||Cy(A*)| H 
Q: A/Cy(A) 是 初等 交换 p 群 . 
注意 到 , 由 9.1.1(c) 知 每 一 个 二 次 作用 子 群 满足 Oo. 因此 Q 是 必要 条 件 . 
设 Av(G) 是 满足 @ 和 g: 的 G 的 子 群 4 的 集合 . 对 每 一 个 这 样 的 子 群 A, 
从 9.2.1(b) 得 到 (4 U = V) 
9.2.2 Ac Ay(G) H A* :=Ca([V,A]). BA 


|A/A*| = |Cv(A*)/Cy(A)| H Cy(A*) = [V, A]Cv (A). L- 


9.2.3 Timmesfeld 替换 定理 D Bac Ay(G) HU EV ATH. W 
AA 
Ca((U, A]) € Av(G) H Cy(Ca((U, A])) = [U, AJCv (A). 


此 外 如 果 [V, A] #1, WA [V,Ca((U, A] #1. 
证 明 设 A* := Ca ((U, Al). 因为 Ac Ay (G), 故 可 运用 9.2.1(b), 所 以 有 
(") |A*||Cy(A*)| = |Al|Cv (A)| E Cy(A*) = [U, A]Cy (A). 
另外 , 对 每 一 个 Ap < A* HO, A 


|Ag||Cv(Ap)| = |A*||Cv(A*)I. 
因此 A* € Ay(G). 


D 也 见 文 献 [38]. 
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对 于 附加 论断 的 证 明 , 假设 [V, 4*] = 1. 那么 (') A 
V = [U, AJCv(A) = [V, A]Cy (A). 


特别 地 , 有 [V, A, A] = [V, A]. 但 因为 A/Ca(V) Æ p HOA [V, A] = 1( 见 8.1.4(b)). 
Oo 
记 集合 
{A € Ay(G)|[V, A] # 1} 

的 极 小 元 素 的 集合 为 Av(G) ia. 

9.2.4 Ay(G),i, 的 每 一 个 元 素 二 饮 非 平凡 地 作用 在 V E. 

证 明 HAE Ay (G),,,,- 由 9.2.3, A* := Ca([V, A]) EE 4y(G) FH [V, A"] # 
1. A WRES 4 = A*, 从 而 TY A, A] = 1. 口 

到 现在 为 止 , 只 讨论 了 那些 二 次 作用 的 子 群 而 设 有 排除 这 些 子 群 是 平凡 作用 的 
可 能 性 ( 见 171 页 中 的 例子 )}. 以 下 由 9.2.4 得 

9.2.5 ”假设 在 VW 上 是 p 稳定 的 且 On(G/Ce(V)) =1. 那么 Ay(G) es 
一 个 元 素平 凡 地 作用 在 V E. 

性 质 

(*)  O,(G/Ca@(V)) = 1 
不 只 是 对 p 稳定 有 用 , 将 在 后 面 的 男 一 种 情形 中 遇 到 它 . 例如 , 如 果 G 不 可 约 地 作 
用 在 了 上 ( 见 8.1.5), 那么 就 会 满足 (+). 下 面 是 一 个 更 一 般 的 草 会 (+) 的 条 件 : 

9.2.6 # V = (Cy(S)|S9 € Syl,G). BA O,(G/Ce(V)) = 1. 

证 了 明 设 5 是 G 的 Sylow p TH 8 


Z:=Cy(S) EC = Ce(V). 
因为 G 的 所 有 Sylow p FR, 所 以 有 
V= (2%). 
#C<D<G it D/C=0,(G/C). WA DNS e Syl,D, D=C(D0S)(K 3.2.5), 
从 而 有 
G = CNo(D N 8) (Frattini 论断 )， 
由 此 得 到 
Bae (EO), 

从 而 [V,DnS)=1. 因此 Dns<cC, #8 D=C. 口 

下 面 是 9.2.6 的 一 个 常用 的 结论 : 
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9.2.7 & G HHA Ce(O,(G)) < O,(G). 那么 
V := (2(2Z(S))|S € Syl,G) 


是 G 的 初等 交换 正规 子 群 且 O,(G/Co(V)) =1. 
证 明 设 5eSyl,G. 那么 N(Z(S)) < Ca(Op(G)) < Op(G) <5, 所 以 V Kea 
会 在 2(2Z(0,(G))) P, 从 而 2(2(S)) = Cv(S). 于 是 从 9.2.6 得 到 结论 . 口 
下 面 和 站 在 找 Ay(G) 中 非 平凡 作用 在 V 上 的 群 存在 的 条 件 . 如 同 在 9.2.7 中 一 
E, 研究 在 大 多 数 应 用 中 都 出 现 的 情形 . 从 现在 起 假设 
s V 是 G 的 初等 交换 正规 子 群 且 . 
s G 由 共 轰 作用 在 YT 上 . 
对 下 面 的 研究 , 由 Thompson 引进 了 一 个 至 关 重 要 的 于 群 , 这 个 子 群 便 以 他 的 
名 字 命 名 . 下面 来 定义 这 个 子 群 , 设 p 是 素数 , E(G) 是 G 的 初等 交换 子 群 的 集合 . 
设 
m := max{|A||A € E(G)}, 
A(G) := {A € E(G)||A| = m}, 
J(G) := (A|A € A(G)). 


J(G) 叫做 G 的 关于 p 的 Thompson FE (Thompson subgroup). 从 上 下 文 总 是 
很 容易 的 知道 Thompson 子 群 的 定义 中 p 是 哪 一 个 素数 . 

在 回 到 二 次 作用 以 前 , 首先 列 出 Thompson 子 群 的 初等 性 质 , 这 些 性 质 都 是 从 
这 个 定义 容易 得 到 的 结果 . 

9.2.8 (a) J(G) 是 G 的 特征 子 群 , OR pe r(G) 那么 它 是 非 平 凡 的 . 

(b) MR J(G) <U < G, 那么 J(G) = J(U). 

(c) J(G) = (J(S)|S € Syl,G}. 

(d) 如 果 r € Co(J(G)) E olz) = p, WA z€ Z(J(G)). 

(e) 如 果 Be A(G), 那么 J((B‘) = (B). 口 

下 面 的 结果 给 出 .4(G) 和 .4v(G) 之 间 的 一 个 联系 ; 

9.2.9 (a) A(G) C Ay(G). 

(b) MH V £ Z(J(G)), BATE A€ A(G) Œ [V, A] #1. 

证 了 明 设 A* 是 Ae A(G) 的 子 群 . MBA A*cCy(A*) 在 EG 中 . 由 此 得 到 
|A*IlCv(A")| 5 [A Cv (A) 


A A Cyl Aa = > 


从 而 A 满足 Q. 
(b) 是 显然 的 . 口 
根据 9.2.9(a), 运用 先前 的 结果 到 .A(G) 上 得 到 
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9.2.10 ”定理 设 Ac .A(G) A Ap := [V, A]Ca([V, A}). 
(a) Ao 在 A(G) 中 且 二 次 作用 在 V E. 
(b) 如 果 [V, A] 41, 那么 也 有 [V, A] £ 1. 
证 明 X := [V,A] H A* := Ca(X), BY Ap = AX. 那么 do 是 初等 交换 p 
群 , 由 它 的 定义 得 
[V, Ao, Ao] < [V, A, Ao] = 1, 


所 以 Ao 二 次 作用 在 V E. 要 证 明 Ap € AG), 只 要 证 明 | A) = |A WET. 由 A 
的 极 大 性 得 到 
Cy(A)=VNA=Vn-*, 
从 而 由 A* 的 定义 得 
XNA=XNA". 


由 此 得 到 
|AI|A A VI = dllov(4)| SE AXCy (A), 
从 而 由 1.1.6 得 
_ {A XCy(A)] O AX O AA Oe 
A ICA) (IX NCY(A)) OLX At] Atl Aok 
由 此 得 (a), 9.2.3 A (b). 口 


当 At := Ca(W) 时 , 条 件 O, HE 

9i |A/Ca(V)| > |V/Cy(A)|. 
能 够 据 此 导出 一 个 更 深刻 的 曹 售 非 平凡 二 次 作用 的 性 质 . 

9.2.11 8 G AWE O 和 Qs 的 子 群 4 的 集合 为 B. 设 AeB 且 假设 对 A 
的 所 有 在 B 中 的 子 群 A 有 

(m) |A*/Ca (VCV A) < |A/Ca(V)IICv (A). 
那么 4E Ay(G). 

证 明 A GE gQ. BA sA 如 果 A* 不 满足 @', 那么 A* 不 在 8 中 且 


[AY /Ca-(V)||Ov(4*)| < IV] È [A/c 
由 此 得 到 
|A/Ca(V)\|Cv(A)| 2 |A*/Ca- (VIC (A*)| 全 |A*Ca(V)/Ca(V)||Cy(A")]- 
因为 (m) 成 并 所 以 对 4* © BAAN. 于 是 对 所 有 的 A < A A 


C(A] < IACa VNCv A < |AllCr (A), 
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从 而 A 满足 Q. LJ 
假设 存在 Ac 8 非 平凡 地 作用 在 VY 上 . 在 所 有 这 样 的 4 中 , 选取 使 


|A/Ca(V)||Cv(A)| 


极 大 的 A. 那么 对 A, 9.2.11 中 的 (m) 成 立 , 即 A e Ay(G) 从 而 Av(G)min £ Z. 
于 是 9.2.4 给 出 二 次 且 非 平凡 地 作用 在 V 上 的 子 群 的 存在 性 . 
# SEG 的 Sylow p TR. wR 


G = Op'(G)Ce(Q(42(S)))Ne(J(S)), 


那么 G 叫做 关于 p EThompson 可 分 解 的 . 注意 到 5 Æ G := G/Op(G) 的 Sylow 
p 子 群 . Frattini 论断 草 含 ( 见 3.2.8) 
Na(J(S)) = Ne(J(5)) 和 Cal Z2(5))) = Ca(Q(Z(S))). 

因此 G 是 Thompson 可 分 解 的 当 且 仅 当 G 是 Thompson 可 分 解 的 . 

9.2.12. # O-(G)=1H V := (Q(Z(S))|S € Syl,G). BA G Æ Thompson 
TARER JG) < Ce(V). 

证 明 SE Syl,G HC :=Ce(V). Eit G E Thompson 可 分 解 的 . 那么 由 
Sylow 定理 得 到 


V = (AZS) 9 E G) = (Q(Z(S))"\g € Ne(J(S))). 


因 AZS) < Z(J(S)) RAA V < Z(I(S)), 从 而 有 J(G) < COL 9.2.8(c)). 
现在 假定 J(G) <C. WA ss)<Ccns. AA 


J(S) char CNS € Syl,C 
且 QR(2(5)) < Z(J(S)), 所 以 由 Frattini 论断 得 分 解 


G =CNg(C'N 5) = Ce(2(Z(S)))Ne(J(S)). oO 
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本 节 考虑 关于 p 不 是 Thompson 可 分 解 的 p 可 分 群 . 下 面 的 结果 提供 了 合适 
的 构造 条 性 : 
9.3.1 (i G 关于 yp 是 非 Thompson 可 分 解 的 p 可 分 群 , 设 Oy(G) = 1 和 


V := (QUZ(S))|S € Syl,G), H:= J(G)Ca(V)/CalV). 
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那么 下 面 成 立 ; 

Sı Cy(Op(H)) < Oy(H). 

So V 是 初等 交换 p HH H 忠实 地 作用 在 Y E. 

Sy H =(A|A€ Ay(H)) #1. 

证 明 由 6.43 得 Ce(On(G)) < O,(G). 因此 从 9.2.7 得 到 sz Hl O,(G/Ce(V)) 
= 1, 特别 有 O,(H) = 1. AA H Bp 可 分 的 从 而 也 是 p 可 分 的 , 所 以 由 6.4.3 得 
到 Si. X 9.2.9 和 9.2.12 #8 H #1, 从 而 有 Ss. 口 

在 下 面 用 性 质 S ~ ss 而 不 用 G 的 可 分 性 . 

从 一 个 例子 开始 , 这 个 例子 在 后 面 的 9.3.7 被 证 明 是 具有 代表 性 的 . 设 WV,… Ve 
E p 阶 的 切 等 交换 p 群 . 把 这 些 群 看 成 是 2 维 的 下, 向 量 空 间 . 那么 有 


E; := SL(V), t=! yr 


自然 地 作用 在 Vi EH 

Ay,(E;) = {A|A € Syl, Ei} 
(对 照 8.6.4). 因此 群 对 (Ei, V 满足 So 和 Ss. 对 p=2 和 p=3, 群 ERW. 
于 是 在 这 些 情形 下 S 也 成 立 , 见 8.6.10. 设 


RH := Ey xX XB, Ve WY xe W. 


那么 分 支 E; 的 作用 诱导 了 H EV 上 的 作用 , 即 同 SLU) 那样 作用 在 Vi 上 且 当 
i 对 了 时 (Vj, Bj) = 1. 由 此 得 到 


Ay, (Ei) = Av (Ei) © Av(H), 


所 以 对 p e {2,3} 群 对 (H, V) 满足 Si ~ So. 
从 现在 起 , 设 (H, V) 是 满足 S ~ Sy 的 群 对 . 
9.3.2 {1# AcE Ay(H). 
(a) |A] = |V/Cy(A)]. 
(b) 存在 Ai e Ak E Av (A) min ca A= Aj xe a Ap. 
(c) 对 所 有 的 Be Avy(H)min A |B| = |[V, B]| = |V/Cy(B)| = p. 
证 明 假设 4 Ay (A) 给 出 了 对 4 所 有 的 子 群 A 有 
(+) |Ai||Cv(Ai)| < |Al|Cv(A)]. 
设 B 是 4 的 极 大 子 群 的 集合 , A 


|A/Al=p, Ap € B. 


设 Q:= O,(H). 把 146 页 8.3.4(c) 运用 到 AQ E 那么 有 
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(0) 1 # [Q, A] = ([(CQ(Ai), A]|Ai € B). 
因此 存在 Ap eB 使 
Qo := [Ca{Ao), A] #1, 
从 而 Qo = [Qo, A] 8.2.7). 如 果 Cy (Ao) = Cv (A), BBA Qo 平凡 地 作用 在 Cy (Ao) 
E, 从 而 由 P x Q 引 理 (应 用 到 Qo x Ao AV E) 得 到 [V.Q] = 1. FH Qo = 1, 
得 到 矛盾 . 
已 证 明了 Cv(4o) # Cy(A), 特别 有 |Cv(Ao)/Cv(A)| > p H 


|A||Cy(A)| < |Aol|Cv (Ao). 


因为 由 (#) 知 反 向 的 不 等 式 也 成 立 , 所 以 得 到 
(++) |A||Cy(A)| = |Aal|Cv(Ao)|- 
从 而 Ap € Av (H), 并 且 如 果 A € Ay(A) min, BA A = 1, 从 而 


|A| = |V/Cv(A)| = p. 


这 和 (+) 一 起 得 到 (a) 和 (c). 

最 后 证 明 (b). 假设 |A| > p. 根据 (0 存在 第 二 个 子 群 机 eB HE [Co(A1), A] # 
1, 同上 面 所 见 到 的 那样 有 A € Ay (HA). 

由 对 |4| 的 归纳 法 , 可 假定 当 Ao 和 A, 替代 A 时 (b) 成 立 , 那么 因 4A = Ad A, 
而 有 对 于 A, (b) 也 成 立 . 口 

9.3.3 tt Ac Ay(H)min, T€ Op (H)\Co,, (H(A) 且 设 


E, := (A, 4 Qe := Ex N Op (HYM Vz := [V, Ez]. 


那么 下 面 成 立 : 
(a) p € {2,3}. 
(b) | | =, 
(c) Ez = SL(V,) = 5L2(p). 
特别 地 , Q- 平凡 地 作用 在 V 上 且 
pS C3, p= 2, 
hi: + | Qs, p= 4. 
证 明 ”因为 


1 # [z, Al < Es N Op (H) = Qz H AQ, = Ez. 
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所 以 子 群 4 和 AEE: 的 两 个 不 同 的 Sylow p FRE. 于 是 它们 在 Q, FIER, 从 
而 


(') (Qe, A] #1. 
因为 E 平凡 地 作用 在 V/[V, AV, A=] 上 所 以 有 


Ve = [V A][V; AA]. 


HH 9.3.2 {$ |A| = p Al |[V, A]| = p, BEA Va| < p°: SCH 8.2.2 A p’ HQ, SAE 
用 在 v 上 . 因此 由 A 的 二 次 作用 得 到 (b). 另外 , 8.6.12 和 (0) 蕴含 (a). 于 是 , 由 
8.6.10 中 给 出 的 群 SLo(2) 和 SLo(3) 的 结构 得 到 (c), 从 而 也 得 到 附加 的 论断 ，“ 口 

9.3.4 HAc Av(H)min 那么 [Op(H), A] Æ Op (H) 的 正规 3 THA p = 2， 
或 [Op (H), A] 是 正规 非 交 换 群 2 THA p = 3. 特别 地 , 93.3 中 定义 的 子 群 Q. 在 
Op (H) 中 次 正规 

证 明 ” 子 群 [Ow(H), A) 正规 于 Op(H). 8 r 是 |Dv (五 )| 的 一 个 素 因子 , R 
是 O,(H) 的 A 不 变 Sylow r FR ( 见 8.2.3). WR [R A] #1, 那么 ,对 ITER 和 
[c, A] #1 由 9.3.3 EH p=3 且 Qs 是 四 元 数 群 ,或 p= 2 HQ 是 非 平凡 3 群 . 
特别 地 , 这 表明 了 Op(H) = RCo n(A) E [Ow(H), A] < R( 见 8.1.1). o 

在 9.3.4 的 情形 下 , 下 面 的 引 理 是 关键 的 ; 

93.5 设 五 是 一 个 群 且 忠实 地 作用 在 初等 交换 p ARV ELA, RHE 
两 个 次 正规 子 群 且 

Vi:= [V E], i=1,2. 


假设 下 面 成 立 

(1) E = (E1, E2) 且 Op(E} = 1. 

(2) E: 不 可 约 地 作用 在 Vi E, i = 1,2. 

QU¢v AMEN. 

(4) Eil > 2 B |E] > 2. 
那么 E= E, x E A [V, E] = Vi x Vo. 

证 明 ”显然 [WV E] = Viva, E FARER E V/V V E. H 8.2.2(b) $ CelVi Va) 
是 p 群 从 而 由 (1) 得 到 

Cg(ViVa) < Op(E)=1. 


类 似 地 , 因为 EB; 次 正规 于 E mA CE:(V:) < Op(E:) = 1 (W 6.3.1). 由 VW 的 
不 可 约 性 得 到 V = [V E. 因此 Vive 和 E 满足 假设 , 可 假定 


V = Vik. 
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首先 假设 VE = Vv. BAU OV 在 FRAN, 从 而 由 (2) 和 (3) 得 
Vine =1. WERI V =V xv. H 


[V, Fi, E2) = (Vi, E] < Vin =1. 


于 是 9.1.5 B® [E E] < OE) = 1， 因 此 也 有 VE = V. 现在 由 对 称 的 论证 
证 明 也 有 [V E] = 1, AW V RENE 中 心 化 . EV EER 
E, 1 Ep = 1, Bl E = E x Ep. 
现在 可 假设 Vi 和 v MBA E 正规 化 . 特别 地 ， 
K := Ng,(Vi) < Ez. 
选择 记号 使 
[Vi] > |Val. 


a e EK, E* := (En EF). BA E* E E PRKEN (56.7.1) 从 而 O,(E*) < 
Op(E) = 1. 因此, 用 (E, Ef, Vo VE) 替代 (E, E2, Vi Va) 也 满足 假设 ， 又 有 因 
E#E, HE ASE mA Et < E. 由 对 |E| 的 归纳 法 , 假设 


E* = E, x E; AMV? =1. 
特别 地 , 有 
[V7 E] =1 E V x Vē <V = VV. 
FE |Vi| > v| AAT 
Mil = [val E V =V x V =V x Ve. 


5 |E: K| > 2 时 , 存在 ye Ea\K EVE AV’. KALERA] 
(ET, EY, Vi, Vi) 上 得 
Vs 


B[V’, Ai) = 1. RAAT [V E] = 1, 得 到 矛盾 . 
证 明了 |E: K| = 2, ale K aE AVX = Ve. 由 此 得 到 


M.K <VinW=1 @ [VFK] s Nn =l. 


但 是 这 证 明了 [V, K] = 1, AM K =1, |E: = 2, M (4) FE. 口 
9.3.6 BAE Av (2) min H 


E := [Op (H), AJA, F := Cu([V, EJ). 


(a) E = SLa(p) H p € {2,3}. 
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(b) V = [V, E] x Cy (E) H |[V, E]| =p’. 

(c) H =E x F H Ay(H)min = Av (E) U Avy (F)min- 

(d) [V, F] < Cv (E) B Ay (F) = Acy(m(F). 

证 了 明 ”从 9.3.2(c) 得 到 

(1) |A| = |[V, A]] = p. 

H Q:=(0,(H), A], EX} z € Q\Co(A) & Er, Qa, Ve Fl 9.3.3 中 所 定义 .将 不 
加 指出 地 用 那里 给 出 的 Er 的 性 质 . 

由 AE O,(H) 上 的 互 素 作用 得 


Op (H) = Copim(A)Q, 
所 以 有 
E = (E,|z € Q\CQ(A)) H Op(E) = C4 (Op (H)) = 1. 


取 x,y € Q\Co(A). 那么 Q: M Qy 次 正规 于 Op (日 )( 见 9.3.4). WE V: £ Vp 那么 
Ei := Q, 和 E: := Q, 满足 9.3.5 的 假设 . 因此 V:n V, = 1, XM [V A] < VNV, 
矛盾 . 

证 明了 对 所 有 的 z,y € Q\Co(A) FV, = Vy. 特别 地 ， 


[V, Q] = [V, E] = Ve = Cp x Cp. 
于 是 由 8.4.2 得 到 


Z V=([V,Q] x Cy(Q) 
A (') 4% Cy(Q) = Cv(E). 由 此 得 到 


E = SL(Vz) = Es = E Ñ V ={V, E] x Cy (E), 
从 而 (a) 和 (b) 成 立 . 
因为 Q 是 五 的 正规 子 群 所 以 分 解 Z 在 Oy(H) 下 是 不 变 的 . BBE Ay(H) min 
且 
Q = [Op (H), B]. 

Lm, AR QA 

I[V, Q]| =p? E. Cv(Q) = Cy(BQ), 
并 且 由 9.3.3, Q 在 [V,Q] 上 是 不 可 约 的 . 由 分 解 2 在 Q 下 的 不 变性 得 到 

[V, Q] = [V,Q] E Cy(Q) = Cv(Q) 
或 
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[V.Q] < Cy(Q) E [V,Q] < Cv(Q). 


在 两 种 情形 下 分 解 E B 下 都 不 变 . 于 是 , 由 9.3.2(b) 得 这 个 分 解 在 H 下 也 不 变 . 
因为 Cy(Cv(Q)) 忠实 地 作用 在 [V,Q] 上 , 还 得 到 Cu(Cv(Q))=ERH=ExF, 
并 且 9.3.2(b) A 

Av(H)min © Av (E) U Ay (F). 


这 就 是 (c) 且 由 Z 的 五 不 变性 得 到 (d). 口 

9.3.7 ”定理 (Glauberman，[51) WW 轧 ;… ,EE BIA [O,(H), A]A, A € 
Av (H) min 的 不 同 子 群 . WA FP ae: 

(a) p € {2,3}. 

(b) H = Ex- x Ep HV =Cy(H)x[V, E] xx [VB 特别 地 ,对 ji 
E; 忠实 地 作用 在 [V, E] 上 且 平 凡 地 作用 在 [V, By] E. 

(c) Mi=1,---,r, |[V, E] =p? H. E; = SL([V, E:]) = SLa(p). 

(d) 对 所 有 的 A € Ay(H) 有 4= x (ANE) E |AllCv(4)|= |V. 

证 明 9.3.6, H = E x Hi, HH, Hi := Ca ([V, E1]) E (H1, Cv(E1)) 满足 
Si ~S3. 于 是 由 初等 的 归纳 法 从 9.3.6 得 到 (a)~(c). 断言 (d) WE 9.3.26). O 

根据 9.3.1, 应 用 9.3.7 到 p 可 分 群 上 : 

9.3.8 WG 是 p 可 分 群 且 Op(G) = 1, EXP p 不 是 Thompson 可 分 解 的 . 
设 

V = (Q(Z(S))|S € Syl,G). 

那么 对 H := J(G)Co(V)/Ca(V), 9.3.7 的 结论 (a)~(d) IRIE. 口 

给 出 两 个 分 别 在 第 12 章 和 第 11 章 需 要 的 推论 . 

9.3.9 设 G 是 p 可 分 群 且 V Æ G BHE O,(G/Ce(V)) =1 的 初等 交换 正规 
p TE. 那么 对 C := Cal) 有 


[n(Z(s(C))), 1(G)] < V: 


WAD it H =J(G)\C/C. WH H =1, MAH 9.2.8(b) 得 J(C) = J(G), M 
而 有 
(N(Z(J(C))), J(G)) = 1， 


因此 可 假设 H #1. BEM (V,H) WER S 且 由 6.4.3 也 满足 S, A 9.2.9(a) 4 
& Ss. 应 用 9.3.2(a). 那么 对 Ac A(G) A 


|A/Ca(V)| = |AC/C] = |V/Cy(A)]. 


- D 证 明 用 了 B.Baumann 的 一 个 论证 方法 ， 见 文献 [26]. 
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A 的 极 大 性 给 出 C(A) =V 04, 从 而 有 
LA| = [VCA] = [V/V n AllCa(V)| = JA]. 


由 此 得 到 

(‘) VC4(V) € A(C) C A(G). 

注意 到 V 包含 在 Ww := 2(Z((C))) 中 , PUA (9 A Cal) = Ca(Vo). 由 于 
9.2.9(a), 可 对 4 和 Vvo 180 页 Qi 


|A/Ca(V)|=|V/Cv(A)| = [VC (4)/Cv (A)| < [Vo/Cv, {A)| 


<|A/Ca(Vo)| = |A/Ca(V)|- 


这 给 出 了 Va = VCy,(A), 从 而 对 4E AG) 有 [Vo A] < V. FRB [V J(G)] < 
V. o 

9.3.10 WX 是 作用 在 p 可 分 的 gd RG 上 的 初等 交换 g 群 (g 是 素数 ). E 
# Oy(G) =1. 

(a) 对 Se Syl,G 有 G= (Ne(J(S)), Ce(Q(2Z(S))), Ce(X))}. 

(b) 如果 G KT p 不 是 Thompson 可 分 解 的 ,那么 p = 2 或 p = 3 HFE 
ColX) 的 子 群 W AD {iË 

W = Cp x Cp WP? =W H D/Cp(W) = SLa(p). 


证 明 ”如果 G 是 Thompson 可 分 解 的 , BA (a) 显然 成 立 . 于 是 假定 G 不 是 
Thompson 可 分 解 的 . 设 3 Æ G IN X ASE Sylow p FE (JL 8.2.3). 同 9.3.8 中 , 设 
V := (0(2(S))%), C= Ca(V) M H := J(G)C/C. 
注意 到 半 直 积 XG 作用 在 V 上 . 根据 9.3.1 能 够 应 用 9.3.7 到 H E. 设 E 和 
Vi, i= 1,.… 7, 的 定义 同 9.3.7 一 样 ， 那 么 X (Hse) 作用 在 AG) 上 从 市 也 
作用 在 {Bl,…: B} 上 .选取 符号 使 { 轧 , E) EX 下 是 一 个 轨道 因为 
A(Ei) = {2,3} E (gq,1G|) =1. 得 到 > 5. 因此 , 由 于 |E = 6 3 |E] = 24 而 有 

Nx(E,) 平凡 地 作用 在 E E. 
设 
N := J(G)C, T := NNS (€ Syl, N} 和 P:= (TC/C)N E: (€ Syl, E1). 


因为 E = (PE), 所 以 应 用 135 页 8.1.6 得 到 


Fy x -++ x Ex < (Cy(X), P*). 
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TOE 
对 (En Ep} 的 其 他 X 轨道 相应 的 结论 也 成 立 . 由 此 得 到 
H = (Cu(X),TC/C) 
因为 PX 在 TC/C 中 从 而 有 
N = (Cw(X), TIC. 
于 是 Frattini CMA 
G = Ne(T)N 7S Na(J(S)N = (Ne(J(S)), C, Ca(X)). 


这 就 得 到 了 (a). 
对 于 (b) 的 证 明 , 注意 到 Nx (Vi) = Nx(Ei) HS 


(Vix) = We x Vey (B= Ei x ++ Ek 
WS ENE) EX PARER 那么 有 
W := {1 vlv Ee n} < OolX) (135 页 8.1.6(a)). 


see | 
对 相应 的 (E1*) 中 的 对 角 线 , 得 到 
万 一 [Teke et < Cal X): 
ses 


这 里 万 在 W 上 的 作用 等 价 于 E 在 页 上 的 作用 . 于 是 W = Vv BD = SL(W),. 
由 天 在 万 上 的 互 素 作用 得 Cw(X) ATH D 使 DC/C =D. HG (b). 


9.4 一 个 特征 子 群 
设 p 是 素数 , G 是 使 Oy(G) = 1 HHA S e Syl,G. MR 
G = Ne(J(S))Ca(Q(2Z(S))), 
则 由 定义 G 关于 p 是 Thompson 可 分 解 的 . 本 节 研 究 的 问题 是 在 怎样 的 附加 假设 
下 S 会 有 一 个 在 G 中 正规 的 非 平凡 特征 子 群 . 
对 这 个 问题 , 最 重要 且 最 著名 的 结果 就 是 Glauberman 的 ZJ 定理 O°), 它 说 明 


了 只 要 G 使 Ce(Os(G)) < 0,(G) H G 在 会 在 Op(G) 中 的 G 的 主因 子 上 的 作用 
是 p 稳定 的 . 注意 到 ZU) 的 定义 只 依赖 S 而 不 依赖 G. 
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一 

本 节 用 不 同 的 方法 证 明 一 个 类 似 于 Glauberman 的 ZJ 定理 的 结果 . 不 去 证 明 
S 的 给 定 的 特征 子 群 有 所 要 的 性 质 , 而 是 用 Z(J(S)) 的 合适 的 子 群 来 逼近 这 样 的 
TH. 

下 面 设 5 是 p 群 ， 记 Cr(5) 为 所 有 满足 下 面 4 个 条 件 的 (r, H) 配对 的 
KE, 

C 五 是 一 个 使 Ci(Op(H)) < O,(H) 的 群 , 且 7 是 从 5 BW MAAR. 

Cy S" Æ H ff) Sylow p FË. 

Cz J(S") Æ H 的 正规 子 群 . 

Cy H 在 每 一 个 包含 在 ZUS 中 的 A 的 正规 子 群 上 都 是 p 稳定 的 . 

显然 (id, S) 在 CjfS) 中 . 

MT pP, 令 

A(P) := Q(2(P)) 和 B(P) := 2(2(J(P))). 


那么 对 P 的 每 一 个 同 构 n 有 A(P") = AP H BCP") = BCP)”. 
现在 递归 地 定义 子 群 W(5) < B(S). 设 
Wo := A(S) < B(S). 

(EX i> 1, 满足 

A(S) = Wo < Wi < e Wig <= B(S) 
的 子 群 WW BEX. 如 果 对 所 有 的 (7,H) €C;(S) 有 Wi" 9H, PAE 
X W(S) := Wii. 在 另外 情形 , 选取 (5, Hi) € Cy(S) 使 Wii™ 在 H 中 不 正规 
定义 | 

Wi = (Wi), 

注意 到 在 这 种 情形 下 有 

A(S™) < Wia™ < Wi" < B(S") Ë H, 
从 而 

A(S) < W,-1 < W; < B(S). 
因为 B(S) 是 有 限 的 , 所 以 存在 整数 m 使 这 个 递归 定义 终止 即 有 
W(S) := Wam. 

那么 有 


DTE (r, H) P CS) 意味 着 对 ir, H), Cy ~ Cy Bear. 
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R A(S)\=Wo<---<Wi<::< Wm =W(S) < B(S) H 
(') 对 所 有 的 (r, H) € C5), 有 W(S)" <H. 
ERER, W(S) 的 定义 似乎 依赖 于 (ni, Hi) 配对 的 选择 . 但 如 果 对 合适 的 
(7, H) 配对 ，i = 0,… m, 用 类 似 的 方法 定义 
Wo = Wo < … < Wa =: W(S). 


BA (') M W(S) < 你 (5)， 对 称 的 讨论 证 明 也 有 W(5) < W(S) 从 而 W(S) = 
WS). 
Bre SHAW. 那么 
(r, H} (n7*7, H) 
定义 了 从 CS) 到 Cy(5") 的 双 射 , 且 列 R 对 应 于 
A(S") = A(S)" = Wo" < < Wm” = W(S)" < B(S)" = B(S"). 


由 此 得 到 
9.41 设 7 是 5 HAW. 那么 W(S") = WS). 特别 地 , W(S) 是 5 的 满足 


Wi(S) #18651 


的 一 个 特征 子 群 . 口 
从 2(2(S)) < W(S) RE 5 #10 2(S) 41, 得 到 附加 结论 . 
9.4.2 Ware S # (W(S),2,2])=1. WA [W(5), z] =1. 
证 明 对 Wo eR RBH res MA [Wr] = 1. RES 是 一 个 反例 . W 
ATE iE {1,… ,mj]} EARRAK 
[Wiz,rz]=1, zess Wir=1 
不 成 立 . 选取 极 小 的 使 上 述 蕴含 关 系 不 成 立 的 1 那么 有 
(+) (Wi-1,2] 41, r E Ss [Wint T] #1. 
Byes E [Way y] = 1 B [Wau] Al. May", 有 
(Wi, a, al =1 但 [We™,al # l, 
其 中 , (7, Hi) 是 在 Wi 的 构造 中 用 到 的 配对 . 
#C:= Cy(Wi") HC < L <H; Ù L/C = O,(H,/C). BAC, BS 
aC € O,(H;/C), P := S* OL Æ L Sylow p TE, MUA L= CP. 由 Frattini 
论断 得 到 Hi = Ns,(P)L = Nu (P)C, 从 而 有 


Wi™ (Wy ya), 
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因此 存在 he Ny (P) 使 
(man aa 


X z := (ar ye, A [Wi_1,z] 关 1. 因为 
[Wi-1,2,2] = (Wa aE < WF, a, ajta =1 


所 以 这 和 (+) 矛盾 . 口 
由 于 技巧 方面 的 原因 , 本 节 主 要 定理 的 证 明 还 需要 研究 除 Cj(S) 外 所 有 满足 下 
面条 性 的 配对 (7, 五) 的 类 Co(S): 
Col H ÆW Cy(O,(H)) < O,(H) HH, Ar: S H EAR. 
Co2 S7 Æ H ff) Sylow p H. 
Co3 J(S*) 不 正规 于 H H (r,Na(J(Sr))) € Cy(S). 
Co4 五 在 它 的 每 一 个 初等 交换 正规 p 子 群 和 O (H)/S(0H)) 上 是 p 稳 定 的 . 
9.4.3 “对 每 一 个 (7, H) E lS), W(S)" 正规 于 H. 
WERA SO (7r,H) eS) A 


W := W(S)". 


因为 0,(H)"” <S H W(S) <5, RUA [OHW < wo O,(H), 即 
(1) [O (H), W, W] = 1. 
由 于 Cod, 对 下 := O,(H)/$(O,(H)) RAS 


WCu(V)/Cu(V) < Op(H/Cx(V)), 


从 而 由 Col 和 142 页 8.2.9(b) 得 W < O5,(H)， 此 外 由 Wr < OHY 和 
W" 45 @W 30,(G), MARA he HAW O,(G). Pace 


[W, W*,W*] = 8 [W(S), (Wt) (WY? !) = 


于 是 由 9.4.2 得 到 
[(W(S),(W*)"'] =1 Al [W, Ww) =1, 
因此 
W* ys) 
是 初等 交换 的 . 


首先 假定 [W*,J(S7)] = 1. WAN h e HHA [WS] = 1, 所 以 
[W*, J(H)] = 1. 因为 J(S7) < J(H), 所 以 存在 Te Syl, J (H) 使 J(S7) = J(T). 
Frattini teas 


H = J(H)Ny(T) = J(H)Ny(J(S")) = Ca(W")Ny(J(S7)), 
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从 而 We = (Wrs). 由 Co3 (7, Nx (J(ST))) € C5) 从 而 W = W(s)" a 
Nu(J(S7)), 所 以 有 W = W*, W 正规 于 H. 

现在 假定 [W*, J(5")] #1, 证 明 由 此 导出 矛盾 . 设 Cy(W*) << L< Ht 


L/Cy(W*) = O,(H/Cy(W")) 
ALP :=S'™OL. 由 Frattini 论断 得 到 
H = LNy(P) = Cy(W*)Ny(P), 


从 而 有 

的 We = (Wha), 

由 Co4 和 9.2.10 得 存在 A* e AS) 使 [W"*,A*] 关 1 且 A < P. RAAT 
A* < J(P) < J(S™), 所 以 [W, J(P)] =1. 由 (得 到 


[全 At] < [W", J(P)] = 1, 


这 和 [W*, A] 41 FA. 口 

如 果 下 面 两 个 条 件 成 立 , 说 群 G( 其 中 , 5 e Syl,G) 是 p 稳定 的 . 

© G 在 其 每 一 个 正规 初等 交换 p THA O,(G)/5(O,(G)) 上 是 p 稳定 的 . 

e Ne(J(S)) 在 其 每 一 个 包含 在 UZS) 中 的 正规 子 群 上 是 p 稳定 的 . 

944 EH! 设 3 是 一 个 p 群 . 那么 存在 5 的 特征 子 群 W(S) 满足 

(a) N(Z(S)) < W(S) < Q(Z(J(S))). 

(b) MR G 是 使 Cc(O,(G)) < O,(G) 的 p 稳定 群 且 5 是 G 的 Sylow p TH, 
那么 W(S) 是 G 的 正规 子 群 . 

(c) 对 5 的 每 一 个 同 构 nn 有 WS) ==W(S)". 

证 明 设 W(S) 的 定义 同上 面 . 由 0.4.1 只 需要 证 明 (b), 设 G E (b) 中 的 . 
如 果 J(S) 正规 于 G, 那么 (id, G) 在 Cy(5) P. 在 这 种 情况 下 WS) 的 构造 表明 了 
W(S) 正规 于 G. WR J(S) 不 正规 于 G, 那么 (id,G) 在 Co(S) 中 , 从 9.4.3 得 到 
(b). 口 

这 里 再 次 强调 在 (b) PTH W(S) 只 依赖 5 而 不 依赖 G， 于 是 给 定 群 Y 和 
5 e Syl,Y, UY 的 所 有 满足 


S<M H Cy(0,(M)) < O,(M) 


的 p 稳定 子 群 M 都 包含 在 Ny(W(S)) P. 
关于 p 稳定 性 概念 有 ( 见 8.6.12) 
945 设 pz#2 群 G@ 是 pp 稳定 的 ,如 果 G 满足 下列 条 件 之 一 : 
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(1)G Æ p 可 分 的 且 p > 5. 

(2) G 是 奇 阶 群 . 

(3) G 有 交换 的 Sylow 2 FH. 口 

如 果 用 8.6.13 后 面 引 用 的 Dickson 定理 , 那么 9.4.5 中 的 条 件 (3) 可 被 下 面 的 
(3') FR: 

(3') G 中 没有 和 SLo(p) 同 构 的 截断 . 

注意 到 172 页 9.1.1 前 面 的 p 稳定 性 只 对 p 2 时 有 意义 . 但 是 , 如 果 用 条 件 
(31) 代替 p 稳定 性 (例如 , 在 9.4.4(b) P), 那么 对 p = 2 也 可 以 得 到 非 平凡 的 结果 ， 
见 [53] 和 [88] 中 . 

后 面 将 用 到 下 面 的 推论 : 

9.4.6 ” 设 G 是 p 可 分 的 且 5 € Syl,G, 其 中 ,p > 5. WA G =O0,(G)Ne(W(S)). 

证 明 设 忆 :=G/Op(G). WA Se Syl,G 且 由 9.4.4(c) 得 


w(S) = W(S). 
从 9.4.4(b) 以 及 9.4.5(1) 和 103 页 6.4.4(a) 得 到 W(S) Æ G 的 正规 子 群 , 即 
Op (G)W(S) aG. 


FEM, Frattini 论断 得 到 结论 . 口 

以 Thompson 的 一 个 定理 来 结束 本 节 内 容 . 这 个 定理 的 证 明 可 以 被 看 成 是 现代 
群 论 的 起 点 . CARS THERE PH RAN BHR. 建议 读者 阅读 [91] 和 [92]. 
因为 那 时 还 没有 ZJ 定理 (或 9.4.4), 所 以 这 个 定理 的 原始 版 本 和 在 这 里 给 出 的 是 不 
一 样 的 . 

9.4.7 Thompson 正规 p 补 定理 WGC 是 群 , 9 = Syl,G, 其 中 , p 是 奇 素数 . 
如 果 Ne(W(S)) 有 正规 p 补 , 那么 G 有 正规 p 补 . 

证 明 首先 注意 到 具有 正规 p 补 的 群 的 子 群 和 商 群 都 有 正规 p 补 . WEH G 
是 极 小 反例 ,大 是 G 的 所 有 具有 正规 p 补 的 子 群 的 集合 . G 的 极 小 性 蕴含 

(1) S<G,<G>G, ek. 

设 NN:= Oy(G) HG:=G/N. RR N 41. BAS EG RRIF S 的 Sylow 
p TH. 特别 地 , 由 9.4.1, W(S) = W(S). 于 是 3.2.8 表明 了 


Nz(W(S)) = No(W(S)).- 


FA a EERE, Nz(W(5)) 有 正规 p 补 ; 所 以 G 满足 假设 . 如 果 |G| < |G|, W 
么 由 归纳 法 得 GC 有 正规 p 补 , 从 而 因 N 是 G 的 正规 p TES G 也 有 正规 p4h. 
因为 G 是 反例 , 所 以 有 


mii 


加 这 篇 论文 运用 了 和 9.4.4 的 证 明 一 样 的 为 法 . 
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(2) Op (G) = 1. 

由 Frobenius 正规 p 补 定理 ( 见 7.2.4), 使 Ne(W) g K 的 非 平 凡 Pp TE W 的 
集合 W 非 空 . 选取 Pe W 使 |We(P)l。 极 大 , 证 明 

(3) PAG, 特别 O(G) #1. 

在 (3) 的 反例 的 情况 下 , Gi := Ne(P) 4G. 由 G 中 适当 元 素 对 P PRH, 
即 可 假定 了 := Ne(P)NS 是 Gi 的 Sylow p TE. BAH (1) BATA S 从 而 
T < Ns(T)( 见 48 页 3.1.10). 对 T 的 每 一 个 特征 子 群 U, 特别 是 U = WT), 得 到 
T < Ns(T) < Ne(U). 于 是 |Ne(P)|; 的 极 大 性 蕴含 了 No(W(T)) € K, 从 而 也 有 
Na, (W(T)) e K. 因此 , 因为 |G1| < |G| E G 是 极 小 反例 , 由 归纳 法 得 G1 有 正规 p 
th. 那么 子 群 P< Gi 也 有 正规 p 补 , 这 和 Pew 矛盾. 这 个 矛盾 证 明了 断言 (3). 

设 

G := G/O,(G), 


N 是 NZ(W(S)) 在 G 中 的 道 像 . 由 (3), |G| < |G. 另 一 方面 , AN O,(G) =1 H 
W(S) 关 1 MUN < G, AlE N < G. FE (1) #8 N 有 正规 p 补 . AA G 是 极 
小 反例 , 推出 G 有 正规 5 Fh. 这 和 (2) 一 起 得 到 

(4) Ce(O,(G)) < O,(G) 且 G AEM p # K. 特别 G Æ p 可 分 的 . 

如 果 G 是 p 稳定 的 , 那么 9.444 G=No(W(S)), BAGEK AB. FR 
G 不 是 p 稳定 的 , K 有 非 交换 Sylow 2 TH. 因为 |5| A K| EMA K 中 存在 
S AEH Sylow 2 FH TUL 8.2.3). 那么 2(T) 也 是 5 不 变 的 . 

设 U EZTS EG PRES. WAAD T EIRATA U +G, (1) 表明 
U BEM p th Un #1. 从 


(Up, Op(G)] < Us NO, (G) =1 
得 到 Up < Co(O,(G)) £ O,(G), 这 和 (4) TA. 这 个 最 终 的 矛盾 证 明了 G 不 是 
反例 . 口 
95 无 不 动 皮 作用 


8.1 节 中 曾 指 出 , 一 个 群 车 具有 素数 阶 无 不 动 点 自 同 构 , EEREN, 本 节 中 
将 利用 9.4.7 证 明 这 一 结论 . 然后 利用 这 一 点 讨论 一 个 具有 广泛 意义 的 “后 -分 类 定 
HE” (post-classification theorem)? 的 结果 , 即 证 明 任 意 具 有 无 不 动 点 自 同 构 的 群 必 
定 是 可 解 的 . 


© 就 是 说 . 一 个 证 明 中 运用 了 单 群 分 类 定理 的 定理 . 
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应 该 指出 的 是 , 如 果 把 9.4.7 看 成 是 当然 成 立 的 , 那么 本 节 独 立 于 本 章 的 其 他 
节 . 

9.5.1 ”定理 (Thompson, [90]) ”每 一 个 具有 素数 阶 无 不 动 点 自 同 构 的 群 是 窜 
零 的 . 

证 明 iG ER, o 是 素数 阶 的 无 不 动 点 自 同 构 . 那么 G 是 p' 群 (M135 页 
8.1.4). 现在 设 G 是 极 小 阶 反例 . 那么 得 到 

1) W N < G N° =N, WA N BREN. 

(2) 如 果 N 是 G 的 非 平凡 真 a 不 变 正规 子 群 , 那么 G/N RSME G 可 解 
( 见 94 页 6.1.2). 

对 (2), 注意 到 (a) 无 不 动 点 地 作用 在 G/N 上 ( 见 8.2.2 或 8:1.11(e)). 

首先 处 理 G 可 解 的 情形 . 此 时 G 包含 一 个 极 小 的 a 不 变 正规 子 群 VW 且 VV 是 
初等 交换 g HO. 因为 由 (2) 知 G/V BSH G 不 是 , 所 以 得 到 CoV) GU 
79 页 5.1.2). 再 次 由 (2) 得 到 

G := G/Co(V) 
RRS H), 从 而 存在 素数 7 使 
Gi “一 O,(G) F 1. 


FÆ 135 页 8.1.5 AA r Aq, 并且 因 为 Cy(G1) 是 G 的 a 不 变 正 规 子 群 且 Ce(V)# 
G 而 有 Cvy(G1) = 1. a 的 每 一 个 非 平凡 方 午 在 Ci 上 也 是 无 不 动 点 的 . 因此 , 半 直 
积 (a)G, 是 Frobenius 补 为 (a) 的 Frobenius 群 ( 见 8.1.12). 但 是 现在 由 8.3.5 有 
i #Cv(a), FA. 

证 明了 极 小 反例 G 不 是 可 解 的 . 根据 (1) 和 (2), RAAT G 不 包含 任何 非 平 
A a 不 变 真 正规 子 群 . 于 是 田 归纳 法 有 

(3) 如 果 1 关 U<G 使 U* =U, 那么 NoU) ARS. 

因为 G 非 可 解 , 所 以 存在 |G| 的 奇 素 因子 q A GM a TE Sylow g FH QUL 
8.2.3). 那么 a 使 Q 的 每 一 个 特征 子 群 W 都 不 变 , 从 而 也 使 NalW) 是 不 变 的 . 根 
据 (3), WW #1 那么 No(W) 是 军 零 的 , NEERA IEM g 补 . 因此 , Thompson 
正规 p 补 定理 9.4.7( 这 里 用 g 代替 p) 证 明了 G 有 正规 q th. 因为 这 个 补 在 G 中 
是 特征 的 , 所 以 在 a 下 是 不 变 的 . 但 这 和 (3) FA. 口 

从 8.1.12, 作为 推论 得 到 (用 Frobenius 定理 4.1.6) 

9.5.2 Frobenius 群 的 Frobenius AER FH. 

构造 具有 合 数 阶 的 无 不 动 点 自 同 构 但 非 舌 零 的 可 解 群 并 不 是 很 难 的 .每 一 个 
具有 无 不 动 点 自 同 构 的 群 是 可 解 的 这 个 猜想 ， 具 能 够 通过 有 限 单 群 分 类 定理 来 证 
明 . 下 面 把 这 个 结果 作为 典型 的 后 单 群 分 类 定理 来 讨论 . 


DV 是 半 直 积 {ayG 的 极 小 正规 子 稀 . 


9.5 无 不 动 点 作用 - 197. 


8.1.11 证 明了 自 同 构 的 无 不 动 点 作用 和 互 素 作用 具有 一 些 共同 的 基本 性 质 . 
te € 是 满足 


存在 pe x(E), E E PRAMA Sylow p TE 


的 单 群 组 成 的 群 类 . 

设 大 是 所 有 合成 因子 都 在 E 中 的 群 组 成 的 群 类 . 

从 有 限 单 群 分 类 定理 知道 每 一 个 单 群 都 在 E 中 , 所 以 把 是 所 有 有 限 群 组 成 的 
群 类 . 用 这 个 结果 , 下 面 的 定理 证 明了 上 面 所 提 到 的 猜想 . 

95.3 设 Gek 且 A 是 无 不 动 点 作用 在 G 上 的 群 , 即 Ce(4) = 1. BRA 
A 非 循环 则 A 在 G 上 的 作用 是 互 素 的 . 那么 G ETERO. 

证 明 设 G 是 极 小 反例 . 如 果 G 包含 一 个 APEHEATHE LAN FG, 
WS ey 138 页 8.1.11 和 8.2.2 可 分 别 对 N 和 G/N 运用 纳 法 . FE N 和 G/N 是 
可 解 的 , 从 而 G 不 是 反例 ( 见 6.1.2). 

于 是 G 是 半 直 积 AG 的 极 小 非 可 解 正 规 子 群 . 由 1.7.3, 存在 G 的 非 可 解 单子 
BE tE 


G=E x- x En A E4 = {E Enh 


A 在 G 上 的 无 不 动 点 作用 蕴含 Na(E) 在 A 上 的 作用 是 无 不 动 点 的 ( 见 135 页 
8.1.6). WR E + G, 那么 由 归纳 法 知 孔 是 可 解 的 , BAIA EE G= E RE 
中 的 单 群 . 设 pe x(G) 使 Pe Syl,G 循环 . 由 8.1.11(b) 或 者 8.2.3 可 假设 P4 = P. 
那么 4 作用 在 Ne(P)/Ce(P) E, 且 因 为 循环 群 的 自 同 构 是 交换 群 得 到 这 个 作用 
是 平凡 的 . 另 一 方面 , 4 无 不 动 点 作用 地 作用 在 No(P)/Co(P) 上 ( 见 8.1.11(c) 和 
8.2.3) 得 到 No(P) = Co(F). 于 是 Burnside 定理 (A 130 页 7.2.1) 证 明了 G AE 
H p 补 . 这 和 G 的 单 性 矛盾 . o 


中 因为 每 一 个 使 81G) = 1 的 群 GC 都 无 不 动 点 作用 地 在 自身 上 , 所 以 在 性 环 情形 下 假设 (G|, A) = 1 
是 必要 的 . 


#108 p 局 部 子 群 的 要 入 


R p ERM, G 是 群 . 对 于 G 的 一 个 子 群 M, ORG 中 存在 非 平凡 yp TH P 

使 Ne(P) = M, M 就 叫做 G 的 p 局 部 子 群 (local subgroup). 显然 有 
1#zP<O,(M). 

常见 到 , 如 在 Grün 定理 以 及 Frobenius 和 Thompson 的 正规 p 补 定理 中 , p 局 部 子 
群 的 结构 和 G 的 结构 具有 很 强 的 联系 . 对 这 个 关系 的 研究 是 最 后 3 章 的 主要 课题 . 

10.1 节 将 通过 第 9 章 介 绍 的 二 次 作用 来 研究 p 局 部 子 群 . 10.2 节 通 过 对 prqgt 定 
理 的 证 明 来 展示 怎样 运用 这 些 结论 . 10.3 节 介 绍 一 个 方法 一 一 融合 方法 (amalgam 
method), 它 使 得 能 够 通过 适当 的 陪 集 图 (coset graphs) 来 研究 群 . 

如 果 群 M 满足 

Cm(Op(M)) S Op(M). 
it M 具有 特征 (characteristic)p. 根据 6.5.8, 过 个 性 质 等 价 于 
F"(M) = 0 (M), 
从 而 对 p 可 分 群 M 来 说 等 价 于 
Or (M) = 1， 
见 103 页 6.4.3. 设 于 是 G 的 真子 群 且 pe (JM). 如果 
[Mn M%|,=1, VgeG\M®. 

那么 M 叫做 在 G 中 是 强 p RAA (strongly p-embedded). 如 果 G 的 特征 是 p 的 
p 局 部 子 群 (特别 当 p= 2 时) 在 G 中 非 强 p RAN, 那么 可 推导 出 关于 它们 的 一 
些 结论 . 具有 强 2 嵌入 子 群 的 群 已 经 被 Benderl2g 分 类 了 . 他 的 结果 是 群 论 的 基本 
定理 之 一 , 见 附录 . 


10.1 本 Ẹ 对 


在 6.6 节 中 , 设 M 是 G 的 真子 群 , 如 果 对 JW 的 每 一 个 非 平凡 正规 子 群 AA 
M = No(4), BAR M 是 本 原 的 . 现在 假设 Mi, M 是 G 的 两 个 本 原子 群 . 那么 
对 {i,j} = {1,2} 有 
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P 1#A3M; A< Min Mz => Nm, (A) = MN Ma, 

这 个 基本 性 质 给 出 了 下 面 的 推广 : 

设 Mi, Ma 是 G 的 两 个 不 同 但 不 一 定 本 原 的 子 群 ， 如果 对 {ij} = {1,2}, P 
成 立 , 那么 (My, Mo) 叫做 G 的 本 原 对 (primitive pairs). 

设 (Mi, M2) 是 一 个 本 原 对 . 如 果 Mi 和 Mz 是 可 解 的 , 那么 称 (Mi, Ma) 为 可 
解 的 ; 如 果 Mi 和 M 具有 特征 p 且 还 有 


Op(M1)Op(M2) < Mi N Ma, 


那么 称 (Mi, M2) 具 有 特征 p. 

首先 注意 到 

10.1.1 WM 是 特征 为 p 的 群 . BERU E M BIEU aM MO,(M)<U 
的 子 群 . 那么 U 具有 特征 p. 

证 明 ”在 情形 O,(M) < U 时 是 显然 的 .在 另 一 种 情形 时 ， 从 6.5.7(b) 得 到 
论断 . 口 

下 面 的 结论 是 证 明 怎 样 获得 特征 为 p 的 本 原 对 . 

10.1.2 Mi, M: Æ G 的 两 个 不 同 的 具有 特征 p 的 极 大 p 局 部 子 群 . 假设 M 
和 Mz 有 共同 的 Sylow p 子 群 . 那么 (Mi, M2) 是 特征 为 p 的 本 原 对 . 

IA R1I1#AaM H A <M; OM;, iF j. H 10.1.1 1# 0,(A)(SMi), 
从 而 由 M 的 极 大 性 有 

M;i = Ne(Op(A)). 


因此 Nu, (A) = Mi N Mj, 这 就 是 P. 
设 5 是 Mi 和 Ms 的 共同 Sylow p 子 群 . 那么 


Op,(Mi)Op (Ma) =< S <= My Mbp. = 


10.1.3 Wpen(G). 假设 G 的 每 一 个 p 局 部 子 群 具有 特征 p H O,(G) =1. 
(a) G 中 存在 特征 为 p 的 本 原 对 . 

(b) G 的 每 一 个 极 大 p 局 部 子 群 在 G 中 都 是 强 p KAR. 

证 明 设 M 是 G 的 极 大 yp 局 部 子 群 . 那么 Op(M) 夫 1 从 而 


Ne(M) < No(Os(M)) = M <G, 


特别 地 , 对 所 有 的 ge G\M 有 M? 关 JM. 并 且 也 有 M9 ERK p 局 部 子 群 . 
在 G 的 所 有 和 M 不 同 的 极 大 p AMT L PER LE JMA Lp 是 极 大 的 . 
首先 处 理 MNA Llp #1 的 情形 . 设 
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T €Syl,(MNL), U :=Ne(T). 


AA U 是 p 局 部 子 群 所 以 存在 G 的 极 大 p 局 部 子 群 五 使 UH. BRA AL 
MHAM. 可 以 假定 H + M(H OL 代替 M, 以 对 称 论证 可 得 出 H = M 时 的 情 
形 ). BT <S e Syl, M. WẸ T< 5, 从 3.1.10 得 到 


T< Ns(T) < HOM, 


这 和 |M n zl。 的 极 大 性 矛盾 . 于 是 有 
(') T € Syl, M. 
如 果 也 有 T € Syl, L, 那么 从 10.1.2 得 (a). 因此 可 假定 


T<S,€ Syl, L. 


那么 存在 ge S\T CGM T-T BOM 4 MA 3.1.10). 于 是 再 次 由 10.1.2 
得 (M, M!) 是 特征 为 p 的 本 原 对 . 

如 果 |MOL|p 关 1 那么 已 证 明了 (a) 成 立 . 因此 假设 只 要 AM 和 工 是 的 两 个 不 同 
MRA p 局 部 子 群 就 会 有 |MOL|, =1. 于 是 对 每 一 个 ge G\M 有 |MNnMs|, =1, 
从 而 M 在 G PES p RABY. 0 

下 面 定 理 的 另 一 个 版 本 叫做 Thompson-Wielandt 定理 . 

10.1.4 ”定理 (Bender, [28]) 设 (Mi, Ma) 是 G 的 本 原 对 . 假设 FM) < M 
H F*(Mz) < My. 那么 存在 素数 使 (Mi, Mo) 的 特征 是 p. 

证 明 ”由 假设 得 到 


F*(M)F*(M2) 4 Mı NMa 


从 而 由 111 页 6.5.7(b) 得 
(‘) F*(Mi)F* (M2) < F*(MiN Ma). 
因此 , Mi 的 一 个 分 支 EE MOM: 的 分 支 且 正规 化 F* (Ma), 如 果 [F"(M), K] = 
1, 那么 K < 2Z(F*(M2)) ( 见 6.5.8), 这 和 K' = K 有 矛盾， 于 是 6.5.2 MA K < 
F*(M2) < Mı, MUA 
K a aF*(M2) 4 Mo- 
特别 地 , K 也 是 M 的 分 支 . 由 此 得 到 E(Mi) < E( M2) 且 由 对 称 的 论证 得 E(M2) < 
E(M;), 即 有 E(M,) = E(M2). (Mi, Ma) 的 本 原 性 表明 了 E(Mı) = B( M2) =1 M 
而 有 
F*(M,) = F(M,), #=1,2. 
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特别 地 , 由 (") 得 F*(M1)F"*(M2) ESN. 设 pe r(F(M)). 因为 Op(Mi) 
中 心 化 Mi n Mz 的 每 一 个 正规 p' TE, 所 以 从 6.1.4 得 到 


m(F(M,)) = 7(F(M;)). 
(itz (Mi, M) 是 反例 , 那么 存在 
qen(F(Mi)), a#p. 
设 
Yi el [Mi; Op (Ma), Op (M2)], Yo = [Ma, Op( Mı), Op( Mı )]. 
首先 证 明 情 形 
(") Ya Mın Ma, 
导出 矛盾 , 这 种 情形 下 , O (M) 被 Yo 正规 化 . 于 是 得 到 次 正规 列 


1.5.5 1.5.5 
Op( Mı) 3 Op(M1) Yo g Op (Mi) [M2 Op (M1)] g My, 


这 证 明了 Op (Mı) < Opl Ma). FA Op(Mo) MI Y, 替换 O (Mi) 和 Yo, 由 对 称 论证 也 
得 到 O (M2) < O (Mi), 所 以 O (Mi) = O (Ma). 这 和 (M1, M2) HERETJE. 
因此 , 只 要 建立 起 (") 就 证 明了 G 不 是 反例 . 注意 到 


Op(M1) < Cu: (Op (F(Ma))) E Og(Mi) < Cu (Og (F(M2))). 
ZAAT X := [M2, Op(M1) < Cm: (Op (F(M2))), 从 而 
[X, Og(Mi)] < Cun (Op (F(M2))) Cu (Og (F(M2))) = Z(F(M3)) < MinM2 < Mi. 
由 此 得 到 
Oo,Dpead < Op( M1) N F(M2) < Op(Ma). 
于 是 由 于 [O,(M1), Os(M1), X] = 1, 从 而 由 三 子 群 引 理 得 到 
[Ya, Og(M)] < [X, Op( M1), Oso( M1)] < Op( Mə), 
这 证 明了 
Ya < Naa (Oo( M1)Op( M3) = Nua (Og M1) x Op( M2)). 


因此 Yo < Nm, (Oo(M1)) = Mi nn Mo, 由 对 称 的 证 明 也 有 Yi < MnM: 这 就 是 
m 
下 面 研究 G 的 特征 为 p 的 本 原 对 (Mi, Ma). 设 


B := Op(Mi)Op (Ma) (SM, N Ma). 
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对 = 1,2, 设 5 是 MM; 的 包含 B 的 Sylow p 子 群 . 进一步 设 
Z= AZS W= (Zi), Wi (Vj). 


注意 到 Vi < 2(2(0,(Mj))) 及 
(+) Op(Mi/Cu,(Vi)) = 1 
(KL 179 页 9.2.7), 且 如 果 M;/Cu,(Vi) 的 任何 非 平 凡 子 群 二 次 作用 在 Vi 上 那么 Mi 
(I) 对 某 个 ie {1,2} H i#j FV ¢ O,(M)). 
(II) ViV2 < Op(M1) N O,(M2), 且 对 某 个 ie {1,2}, Wi 是 非 交 换 群 . 
(II) W, 和 Ws 是 交换 群 . 
10.1.5 2 (Mı, M:) 是 G 的 特征 为 p 的 本 原 对 . 那么 存在 ie {1,2} 使 下 面 
之 一 成 立 : 
(a) Mi 在 Wi 或 OG,(Mi)/B(Op(Mi)) 上 的 作用 不 是 p 稳定 的 . 
(b) Wi 是 初等 交换 群 , AM; ZEW; 上 的 作用 不 是 yp 稳定 的 . 
证 明 ”分 别处 理 3 种 情况 (1), (11) 和 (I). 
情形 (1). 选取 符号 使 Vi £ OlM). 因为 页 在 互 中 是 正规 的 , 所 以 有 


[Op(M2), Vi, V1] < [W Vi] = 1. 
因此 vi 二 次 作用 在 初等 交换 p 群 
W := Op( M3)/ $(Op (M2)) 
E, 并 且 由 142 页 8.2.9 有 Cy,(W) = Ob(M2) 从 而 
Op(Ma/Cm,(W)) = 1. 


因为 vi £ O,(M2) 所 以 这 表明 了 M 在 W 上 的 作用 不 是 p 稳定 的 . 
情形 (D. AS m 非 交 换 群 . 那么 存在 reM 使 


(Vi, Vi] £ 1 A Yi" = Mi. 


第 2 个 性 质 成 立 是 因为 mW < 0O (M) < M. WA A 正规 于 Op(M2) 从 而 也 有 
vi” 正规 于 O (M), 于 是 得 


[Vi, nn] £ V7, Vi" | 一 1. 


因此 Vi? 非 平凡 且 二 次 作用 在 Vi 上 . 于 是 (+) 表明 Mi €v 上 的 作用 非 pb 稳定 . 
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情形 (111). 在 这 种 情况 下 要 用 到 Thompson 子 群 J(B) 如 果 J(B) < O,(Mi)N 
O,(M2), 那么 
J(B) = J(Op(Mi)) Mj, i=1,2, 


这 和 (Mi, M) 的 本 原 性 矛盾 . 选取 符号 使 
J(B) £ Op( Ma). 
设 
Cm,(We) < D 3 Ma H D/Cyy,(W2) = Opl Ma/ Cm (Wa)). 

(Mi, M) 的 本 原 性 表明 Cum (Wa) < Cm (V1) < Mi, 从 而 J(B) 3 BC, (Wo). 由 
此 得 到 
所 以 (Wo, J(B) #1. 由 9.2.10 得 到 存在 4E .A(B) 使 

(‘) [W2, A] # 1 = [Ws, A, A]. 

现在 假定 M: 在 Vv 上 的 作用 是 p 稳定 的 . 那么 A< BMD 上 且 


BN D4 (BN D)Cu,(W2) 4 SD a Ma, 
所 以 A< BOD < Op(jM2). AA (We, A] #1 存在 ze M: Œ [Vi*, A] Al. FR 
A < O,(M2) <= M,* 


A’) &@ 4 非 平凡 且 二 次 作用 在 v E. 因此 (+) 表明 了 M" 在 Vi” 上 的 作用 
是 p 稳定 的 从 而 Ma 在 Vi 上 的 作用 也 是 p 稳定 的 . 口 

10.1.6 ”定理 设 (Mi, Ma) 是 G 的 特征 为 p 的 本 原 对 . 那么 Mi 或 Ma 有 
非 交 换 的 Sylow 2 子 群 . 特别 地 , 奇 阶 群 无 特征 为 p 的 本 原 对 . 

证 明 4p AQWN, 从 10.1.5 和 9.4.5 得 到 . 设 p= 2 假定 M 和 Ma 的 Sylow 
2 子 群 是 交换 群 . 那么 O02(M1) = Os(JM2) A (Mi, Ma) 是 非 本 原 的 . 口 

应 该 指出 的 是 10.1.6 在 10.2 节 Pad 定理 的 证 明 中 是 必需 的 , 但 是 下 面 的 结果 
没有 一 个 是 用 在 那里 的 . 

4 p= 2 时 每 一 个 对 合 都 二 次 作用 ( 见 9.1 节 ), 所 以 没有 给 出 关于 Mi 和 M 
的 结构 的 任何 信息 . 在 这 种 情况 下 不 得 不 考虑 二 次 作用 的 “特性 ”来 得 到 更 进一步 
的 信息 . 

对 特征 为 2 的 本 原 对 的 研究 , 首先 需要 证 明 4 个 引 理 . 

10.1.7 设 M 是 p 可 分 群 , 4 是 M 的 一 个 卫 子 群 且 满足 


65(4) < Op(M), A% Op(M). 
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那么 存在 zeOr(M) 使 对 工 := (4,4zy 有 

(a) x € OP(L) < Opp (M). 

(b) [OF(L), A] = OP{L). 

(c) |A/ANO,(L)| = p E [ANO,(L), L] < Op(M). 

证 明 根据 6.4.11, 存在 具有 性 质 (a) 且 不 是 p RTH L. 选取 LECER 
有 这 样 的 子 群 中 是 极 小 的 . 那么 得 到 (b). 设 


L := L/O,(L) M Q := Op Ü), 


W T= AQ, 并 且 因 P(A) < O,(M)OL < O,(L) 从 而 A 是 初等 交换 p 群 . BE 
A 的 极 大 子 群 的 集合 . 8.3.4 得 到 


Q = (Cg(U)|U € B), 


于 是 因 4 非 平凡 作用 在 @ 上 而 有 对 某 个 UE BA [CgU), A] #1. 由 上 的 极 小 选 
择 得 到 Co(U) = Q. RAA U = ANO,(L) 从 而 
[U, O” (L)] < Op(L) N Opp: (M) < Op(M), 

于 是 得 到 (co). 口 

10.1.8 WM 是 特征 为 2 的 群 , BAA Ss 同 构 的 截断 . 那么 M 就 有 同 构 于 
Sa 的 截断 . 

证 明 i M 是 极 小 反例 . 因为 02(53) = 1, 所 以 M/O.(M) 也 有 同 构 于 Sa 
的 截断 . 设 

O(M)<NIX<M@#X/N]= Ss. 
由 M 的 极 小 选择 得 到 X = MC 10.1.1). 设 
M := MIN (= 53) 

A De SylsM. WA D (和 C) 2M HRM 的 每 一 个 对 合 道 转 的 正规 子 群 .由 
Frattini 论断 得 到 M = Nw(D})N. 因此 , 存在 非 平凡 地 作用 在 3 群 D 上 的 2 元 . 
设 te Nw(D) 是 这 样 的 一 个 2 元 . 进而 选取 + 使 t 的 阶 关 于 这 个 性 质 是 极 小 的 . 
那么 t 作为 对 合作 用 在 D E. 于 是 由 8.1.8 得 到 有 deD 使 


_od)=3 dt =a, 
所 以 有 (d,t)/(t?) = S3. 的 极 小 性 表明 
M =0,(M)(d,t), t? € O2(M), 
ALIA) 8.2.9 和 8.4.2 一 起 得 到 
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f 


#(02(M)) = 1 E Cosan (d) = 1. 


MAT 2 =1 由 814 FE 1# z € Colt). BV := (z,24,2%). WA 
Vi <8 HV EMT M. 情形 IV|=8 A Cy(d)=1 FA. AV = Cx C H 
V(d,t) = S4, 所 以 M 不 是 反例 . o 

10.1.9 BE M 忠实 地 作用 在 初等 交换 2 群 V 上 , 4 是 M 的 初等 交换 2 子 
群 . 假设 Cw(Ozw (MD)) < Oz (M) 且 

(+) |V/Cy(A)| < |A/?. 
那么 M 有 同 构 于 Ss 的 截断 . 

证 明 ”在 所 有 满足 (+) 的 初等 交换 2 子 群 中 , 选取 A 使 |4| 极 小 . 

首先 假定 |4| = 2. WA (*) MA Ac Ay(M), 从 9.3.7 得 到 结论 . 

现在 假设 |4| > 2. 假设 Cw (Ow(M)) < Or(M) 表明 了 A 非 平凡 地 作用 在 
Ow (M) 上. 设 Q 是 Ow(M) 的 最 小 的 使 4 = Q H [Q, A] 41 的 子 群 . 从 8.5.2 得 
到 

Ao := Ca(Q) 


是 4 的 极 大 子 群 , Q4/4o 忠实 地 作用 在 Cy (Ao) 上 . 把 已 经 处 理 过 的 情形 Al = 2 
运用 到 群 对 (Cvl), QA/Ao) 上 得 到 结论 , WRA 


\Cv(Ao)/Cv(A)| < |A/Aol? = 4. 
能 够 从 4 的 极 小 性 得 到 这 个 条 件 是 因为 
|V/Cy(A)| < 14P = 4|Aol? < 4|/V/Cy(Ao)|- = 
为 证 明 下 面 的 引 理 还 需要 一 些 符号 . 设 X 是 作用 在 初等 交换 p 群 2 上 的 群 . 
O(Z,X):={A< X|[Z, A, A] = 14 [Z, A]}. 
mR Q(z, X) = a, H (Z, X) := 0, 否则 设 
q(Z, X) := min{e € R||A/Ca(Z)|* = |Z/Cz(A)|, A € Q(Z, X)}- 
10.1.10 # M 是 群 , V 是 M 的 初等 交换 正规 p TH, 且 设 2 <V 使 
V = (ZM) Al Z40,(M). 
假设 存在 A < O,(M) 使 [V, A, A] =1. 那么 
|A/Ca(V)|* < |V/Cv (A)|, 
Erh, g := q(Z,Op(M)). 
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WERA W ZM = {21,… Ze}. 那么 Zi, i=l, k HE OM) 中 正规 . 定义 


列 
A = Ap > e 3B Ai 2> Ai 2- A 
ty 
Aj = C Aii (Zil, į = I, ike ik. 
WA 
Ak = Ca(V) 
且 由 4 在 Y 上 的 二 次 作用 得 到 


[ZAM] k 
如 果 [Zi, A1] = 1, 那么 Aii = Aj; 如 果 [Z;, 4i_1] 41, BA g MRNAS 
|Ai-1/Al? < |Z:/Cz(4i-1)| = |2iCv (Ay-1)/Cv(Ay-1)] < [Cv (Ai)/Cy(Ai-1)). 
由 此 得 到 


k k 
|A/Ca(V)|? = [J |Av-1/Ail? < [J Cv (Ad) /Cv(Av-1)| = |V/Cy(A)). o 


i=l i=1 

在 完成 这 些 准 备 后 现在 能 够 研究 特征 为 2 的 本 原 对 . 证 明 

10.1.11 定理 设 (Mi, Ms) 是 G 的 特征 为 2 的 可 解 本 原 对 , WA M 或 
M: 有 同 构 于 Sa 的 截断 . 

证 明 如 同 在 10.1.5 的 证 明 中 那样 , 分 别处 理 给 出 的 3 种 情形 (1) ~ (11). 符 
号 的 选择 和 那里 相同 . 由 于 19.1.8, 10.1.9 和 10.1.4 中 Bender 定理 后 的 (+), 假定 
Mie {1,2}, 有 . 

(x) 对 B 的 所 有 使 P(A) < CsV) NFR AA |A/Ca(Vi)|? < [V:/Cv;{A)|. 

情形 (1). 不 失 一 般 性 , 可 假定 V 天 Da(Ma). 应 用 10.1.7, H v A M 代替 A 
和 M. 那么 存在 子 群 ZI<M 和 zeoOozfMaynz 使 


L= (Vi, Vi"), [Vi NO,(L), L] £ Op( M2) 
(1) [Vi : Vi NOa(L)| = 2. 


W := (Vi N O2(L))(Vi7 N Oa(L)) 


Wo := V NAV? (< W). 
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显然 Wo < Z(L), 从 而 因 ce LA 

(2) Wo = 2(D)NW = Cysnos) (WM) = Cvinoaa (Vi), 
并 且 因 v 正规 于 Oa(Ma)Vi 有 


(W, Vi] < Vi N Oa(L) < W, 


WSL. 


于 是 [Oa(M2), Vi] < Vin O2(L) < W All [02(M2),Vi*] < W AA [O2(Mz), L] < W. 
O?(L) 在 Oo(M2) .上 的 非 平凡 作用 给 出 工 在 W 上 从 而 也 在 W/Wo 上 的 非 平 凡 作 
用 ( 见 8.2.2). 现在 考虑 

A:= V" NOL) 


在 vi 上 的 作用 . 因为 


wl 


2 |A/Wol = 5 


[A/Ca(Vi)| © Vi/Wol > 3IV/Cn (A) 


所 以 得 到 

|A/Ca(Vi)|? > [Va/Cv,(A)| È |A/Wol = 2. 
第 1 种 情形 和 (x) 矛盾 . 在 第 2 种 情形 有 W/W] = 4. 因为 O2(Z) 非 平凡 地 作用 
在 W/W 上 , 所 以 有 结论 


L/C,(W/Wo) = SL2(2) = $3. 


于 是 10.1.8 证 明了 M: 有 同 构 于 Sa 的 截断 . 
情形 (11). 用 和 10.1.5 的 证 明 中 类 似 的 方法 来 证 明 . 同 那里 一 样 , 假定 We 是 
非 交换 群 . 那么 存在 xz E M: 使 
[v v7] #1 E V” < O(M:) < MN MI 
由 (Vi, Mi) 和 (V17, M1”) 之 间 的 对 称 性 一 一 也 许 要 交换 符号 一 一 可 假设 


Vi /Cvy (Vi7)| STR /Cy-(M)I- 


但 是 取 A= Vr 和 V = Vy RRMA (x) PA. 
情形 (0T)， 如 同 10.1.5 的 证 明 中 那样 运用 Thompson TE J(B), Aa he 
J(B) £ O2(M2). 那么 存在 4E A(B) 使 


[Wz A] £ 1 = (Wo, A, A]. 
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由 179 W 9.2.9 Ẹ A € Ay,(M,) A 
JA/C4(Vi)| = |Vi/Cy, (A)| 


(这 是 180 页 9.2 节 中 的 gi). 于 是 (x) HA 
(3) Vi, Al = ]. 
假设 4 < O2(M2). 因为 [Wa, A] 41 所 以 存在 re M2 使 [Vi”, A] 41. 注意 到 


A S$ O2(M2) = O2(M2)* < M,?. 


从 而 有 [Vi,A* ] #1 E AP < B. FEH A € Ay, (B) 和 Ay, (B) 的 定义 证 明 
T 


4 /Cye-1(Vi)| > [Vi/Cy, (A>), 


这 和 (x) FJA. 
现在 假定 4 头 Oa(Ma), 设 L F 10.1.7 中 所 定义 (关于 4 和 M= M2). 那么 


Ap := AN O2(L) 


是 4 的 极 大 子 群 . 设 
Q := O?(L), U = (75) M U = U/Cy(Q). 
WR U =1, WA Q< Celi) NM < Mn Mp; Mi A < B < Oa(Mı N M2) 而 
有 
Q = [Q, A] < O2(Mi N M3), 


但 Q 不 是 2 群 , 得 到 矛盾 . 因此 本 # 1. 

因为 O2(L) < AoO2(Mz), 所 以 子 群 Wi 被 O2(L) 正规 化 . 特别 有 OLU < B. 
运用 10.1.10, 以 (LU, Vi, U) 替代 (M,Z, V). 因为 (x) Aia a(Vi, O2(LU)) > 2, 所 
以 得 到 

|Ao/Cay(U)|? < |U/Cy(Ao)|. 

AF, 因为 A € A(L) (c Ay (L)) 而 有 

(+) |U/Cu(A)| < |A/C4(U)]. 
于 是 由 |4/4o| = 2 得 到 


|A/Ca(U)|? < 27|Ap/Caq(U) I? < 4|U/Cy(Ap)| < 4|U/Cu(A)| < 4|A/Ca(U)), 


所 以 |A/Ca(U)| <4, 由 (+) 得 
(4) Ao = C4(U) H |U/Cy(A)| = 2 或 
(5) |Ao/C4,(U)| = 2 H |U/Cy(A)| = 4. 
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在 情形 (4) 时 , 因为 对 某 个 z e LA L= (AA), MUR [| = 4 因此 
L/CL(U) = 53, 从 而 由 10.1.8 证 明 M 有 同 构 于 对 称 群 Sa 的 截断 . 
TE, 现在 可 假定 在 情形 (5) F. 设 Cu(Q) <W <U 使 不 可 约 地 作用 在 邢 
E. 首先 假设 |U/WCy(A)| #1, 那么 有 |W/Cw(A)| < 2, 和 情形 (4) 中 同样 的 方法 
(以 W 替换 U) 可 证 明 |W| = 4 B L/C,(W) = Ss. 因此 M: 有 同 构 于 54 的 截断 . 
PERE U = WCy(A), WA [UQ] < W. AL = AQ, vn“ = v MU = (Vi 中, 
由 此 得 到 
(6) V=WYV,. 
注意 到 OL) 平凡 地 作用 在 L 主因 子 W 上 , 从 而 如 也 平凡 地 作用 在 L 主因 子 
W 上 . 因此 (3) 和 (6) 28 (0, Ao] = 1. 设 


P := [(Ao”),Q] (< O2(L)). 
因为 (Aoi) 也 平凡 地 作用 在 可 上 , 所 以 有 [U.P] < Cu(Q), 因此 
[PoP l= 1; 


如 果 [U, P] =1, BA PA 中 心 化 Vi. 男 一 方面 PA EWF L (= QA), 所 以 PAo 
也 中 心 化 (v, 这 和 在 情形 (5) 时 有 | Ap /Ca,(U)| = 2 矛盾 . 于 是 有 

(7) [U, P] #1. 
因为 PP 二 次 作用 在 V (< U) 上 且 正 规 于 工 , 所 以 得 到 U, B(P)| =1. Bu Pe 
代 A, (x) ERI. 于 是 同 前 面 那样 , 由 10.1.10 得 到 


IP/Cp(OP < |U/Cu(P)| < #2. 


由 此 得 到 |P/Cp(U)| < 4. 如果 @ 平凡 地 作用 在 P/Cp(U) 上 , 那么 Q 也 平凡 地 
作用 在 (Ao”)/Cp(U) 上 ( 见 8.2.2). 但 这 时 有 P = Cp(U), 和 (7) 矛盾 .于 是 有 
P/Cp(U) = C2 x C2 A 

L/Cy(P/Cp(U)) = Ss, 


再 次 由 10.1.8 得 到 M 有 同 构 于 Sy 的 截断 . 口 
以 10.1.3 和 10.1.11 的 结合 所 得 到 的 一 个 结果 来 结束 本 节 : 
10.1.12 定理 EG 是 偶数 阶 的 群 且 O.(C) = 1. 假设 对 G 的 每 一 个 2 局 
部 子 群 M 有 
(1) M 的 特征 为 2 且 可 解 . 
(2) M 没有 同 构 于 54 的 截断 . 
那么 G 的 每 一 个 极 大 2 局 部 子 群 在 G 中 都 是 强 2 RAN. 口 
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10.2 pq? « # 


本 节 证 明 

10.2.1 Burnside 定理 ”每 一 个 prgt (p,q € P) 阶 的 群 都 是 可 解 的 . 

对 Burnside 的 这 个 定理 有 一 个 简短 的 群 表 示 论 证 明 外 . 他 的 结果 和 Frobenius 
的 关于 Frobenius 群 的 核 的 结果 ( 见 64 页 4.1.6) 都 把 特征 标 理论 作为 研究 有 限 群 
的 工具 ， 过 了 60 Æ, Bender, Goldschmidt! 以 及 Matsuyamalaol 才 给 出 关于 
Burnside 结果 的 独立 于 特征 标 理论 的 较 长 的 证 明 . 

在 不 用 特征 标 理论 去 证 明 Burnside 定理 的 尝试 中 , 不 可 避免 地 要 用 到 在 前 面 
的 章节 中 过 到 的 概念 和 符号 ; 

. EREKTI, 

ep 局 部 子 群 的 Fivting TH, 

«HRA p 稳定 作用 . 

并 且 一 个 更 为 深刻 的 将 是 第 11 章 中心 的 概念 可 能 被 用 到 : 

。 一 个 群 的 被 一 个 给 定 的 g 子 群 正规 化 的 非 平凡 gq 子 群 的 集合 . 

在 20 世纪 60 年 代 所 有 这 些 概 念 (和 它们 的 推广 ) 都 因为 Thompson, Goren- 
stein, Glauberman 和 Bender 的 工作 而 受到 密切 关注 . 它们 的 影响 对 过 去 40 年 有 
限 群 研究 发 展 进程 具有 很 大 的 作用 . 

如 果 Burnside 没有 发 现 这 个 优美 的 特征 标 理论 证 明 , 而 是 他 和 他 同时 代 的 人 
研究 了 这 种 情况 下 的 更 广泛 的 群 论 结构 , 那么 就 不 知道 群 论 将 会 是 等 么 发 展 的 . 

从 Burnside 定理 的 证 明 开 始 . 设 G 是 极 小 阶 反 例 . 

对 UsG, 以 三 和 不 分 别 表 示 了 的 一 个 Sylow p THA Sylow q TH. 

由 5 页 1.1.6, 有 分 解 

下 全 DC 


G 的 极 小 性 蕴含 G 的 每 一 个 真子 群 和 商 群 G/N, 14N AG, 是 可 解 的 . 因为 GUF 
为 反例 ) 非 可 解 , 从 6.1.2 得 到 G 是 非 交 换 单 群 . 特别 有 

1#U < G = NgolU) 可 解 . 
下 面 分 析 G 的 局 部 结构 . 必需 的 工具 是 8.2.12: 


(1) 设 MEG 的 极 大 子 群 且 P 是 M 的 一 个 p 子 群 .那么 Ou(Cw(P)) < 
O,(M). 


加 见 文献 [4] 的 321 页 或 后 面 的 文献 , 如 文献 [9]. 
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设 MH 是 G 的 极 大 子 群 的 集合 且 
M,:={M E MIM 的 特征 为 p}， 
Mg:={M e MIM 的 特征 为 g}， 
Mo = M\ (Mp U Mag). 
注意 到 
F(M) =O,(M) x O,(M) (M €M), 
所 以 有 
M € Mp & F(M) =0,(M) 和 
M € M, F(M)= 0,(M). 
(2) $ M e M H Gp <M. WA M € Mp- 
证 了 明 H QQ := O,(M) < G, 那么 
(Q°) = (QSS) - (QS) S Gg- 
于 是 (Q°) 是 G 的 真正 规 子 群 , 从 而 G 的 单 性 蕴含 Q = 1. 口 
(3) 设 M € Mo. WA M ÆG 的 包含 Z(F(M)) 的 唯一 极 大 子 群 . 特别 地 , 对 
PRAGA ac Z(F(M))* 有 Cola) < M. 
证 明 OR A= Z(F(M)). 因为 Me My 得 到 
A=A,px Ag, Ap #1# Ag. 
并 且 M 的 极 大 性 给 出 M = Ne(Ap) = Ne(A,) 从 而 
Ag £ Og(Cm (Ap)) = O,(Ce (Ap)). 


设 A<H eM. 那么 也 有 A, < O,(Cu(Ap)), 从 而 (1) A 1# A, < O,(H). 类 
似 地 (AEH p Ag) A 1# A <O,(H). Alt H € Mo BA 


O,(H) < Ca(Ap) < M fl O (H) < Ce(Aq) < M, 


所 以 F(H) <M. 交换 H 和 M 的 角色 , 得 到 F(M) <H. 
有 五 = M Ñ (M, H) 是 本 原 对 . 在 第 2 种 情形 下 , 10.1.4 表明 了 Me mM, 或 
MEA Fl M € Mo 矛盾. c 
(4) 设 M € Mo. 那么 存在 ze G\M 和 M, € Syl, M, 使 


Mp = My (= MNM"). 
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证 明 选取 G, 使 M, := Gp N M E Syl, M. 由 (2) 得 M, < Gp, 所 以 由 48 
页 3.1.10 得 到 存在 
z € Gp\Mp C G\M, 


使 Mp” = Mp. 口 
(5) My = Ø. 
证 明 假设 My AS H MeMo. 选取 符号 使 p > ¢. F (3) 的 证 明 中 那样 
Ap := Z(Op(M)) 和 Ag := 4(0,(M)), 
男 外 还 设 re G\M 同 (4) 中 所 选择 . 那么 
AA < MNM". 


首先 假定 A, 循环 从 而 A” 也 循环 . 因为 p > g 所 以 4 在 A" (2M*) 上 的 作用 
是 平凡 的 ( 见 40 页 2.2.5). 于 是 (3) BA A" <M, 所 以 Z(F(M*)) < M. 于 是 再 
次 由 (3) 得 M = M”, XA No(M)=M Bad M 矛盾. 

己 证 明了 A, 非 循环 . 由 (4) 存在 Sylow 子 群 M, 和 元 素 ye G\M 使 


AA S Mi = Mg MNMY. 
因此 A, < MY, 从 而 Ay 作用 在 PP:= A,” (aaAM E. 于 是 8.3.4 HA 
P=(Cp(a)lae Ay#) Ñ M, 


所 以 有 Z(F(M¥)) = A," A,” < M. 同上 面 一 样 , 由 (3) 得 到 矛盾 M = M”. 口 
(6) WM eM $Ë Z(G) 0 M #1, BA Me My 
证 明 假设 M 是 反例 . 由 (5) M E My, 从 而 


Cm(Op(M)) < Op(M) =: P. 
设 P < Gp. 对 的 极 大 性 产生 
ic= 2(Gp) = Ne(P} €< M, 


所 以 有 Z <P. WY = Z(G) NM. WA (ZY) (< Pj 是 p 群 对 geG, 存在 
eG, YEG Œ g= zry. 因此 


away H guy ZY, 
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所 以 (29Y) = (Z¥)9, (Z9) Æ p 群 由 Matsuyama 引 理 ( 见 123 页 6.7.8), 存在 
T € Syl, G 使 

R:= welo(2,T) 


被 Y 正规 化 . 由 此 得 到 (YT) < No(R) < G, 从 而 (YT) 是 G 的 真子 群 . 另 一 方面 
A G = GT 从 而 YS = YT, 所 以 (Y7) 是 G 的 正规 子 群 . 这 和 G 的 单 性 矛盾 . O 

(7) 设 工 是 G 的 p ARTE. 

(a) 对 所 有 的 G, € Syl, GA LN Z(G,) =1. 

(b) L 具有 特征 p. 

证 明 EL A REG,AHMeM#HL=Ne(R) AL < M. 特别 地 ， 
Z(G) < LgM. 

(a) 假设 LA Z(G,) #1. WA MNZ(G,)#414AMNZ(G,), 这 和 (6) 矛盾 . 

(b) 假设 Q:=O,(L) 41. WA Ne(Q) 是 G 的 包含 工 的 一 个 g 局 部 子 群 , 从 
而 也 包含 Z(G,). 这 和 (a) FA ( 倒 换 和 g 的 角色 ). o 

(8) |G| 是 奇数 . 

证 明 ”在 反例 中 , 设 g=2 H tE ZG) 中 的 对 合 ( 见 49 页 3.1.11). Baer 定 
理 (W 122 页 6.7.6) 证 明了 G 中 存在 p 元 y 关 1 使 y=y-!, AE L= Ne((y)) 
是 G 的 包含 +t 的 p 局 部 子 群 . 但 这 和 (7 a) FA. 口 

于 是 10.1.6 和 (8) AA G 没有 特征 为 p 的 本 原 对 . 但 因为 (7) 的 (b), G thik 
足 10.1.3 的 假设 . 因此 对 G 的 每 一 个 极 大 p 局 部 子 群 MW 有 


IMnM?|,=1, Wage G\M. 
因为 可 选择 M 包含 Gp, 所 以 对 geG\M A GnG =1, 因 此 ( 见 5 页 1.1.6) 
|Gp|? = |GpGp9| < |G}. 
由 对 称 的 证 明 也 有 |G,|? < |G). HAA |G,| 4 |G,| 得 到 这 和 |G| = |G,||G,| 了 矛盾. 
口 
10.3 融合 方法 


本 节 给 出 一 个 特别 适合 研究 特征 为 p 的 本 原 对 (Mi, Me) 的 方法 . 这 个 方法 是 
Goldschmidtissl 在 20 世纪 70 年 代 末 提出 的 , 从 那 时 起 这 个 方法 就 和 有 限 群 局 部 理 
论 组 成 一 个 有 机 整体 D， 融合 方法 (amalgam method) 是 指 这 个 方法 不 是 要 求 在 有 


加 见 文献 四. 
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限 群 中 而 是 可 以 在 有 限 群 M 和 M: 的 融合 积 (amalgamated product) 中 进行 . 在 
内 容 里 没有 用 到 融合 积 . 

设 G 是 群 , PAP, 是 G 的 两 个 不 同 的 子 群 . 本 节 并 不 假定 G 是 有 限 群 , 只 
BE P 和 P EGIARTE. 

Hr ERAP 在 G 中 的 右 障 集 的 集合 .的 元 素 叫 做 顶点 (vertices)， 对 
{1,2} = {i,j}, WEMA Px, Py € rT 满足 


Rn hyg H Pir 4 Py. 


那么 称 Pr 和 Py 是 相 邻 的 (adjacent), 此 时 {Bz, Piy} 叫做 r AA ledge). AA 
了 是 一 个 图 (eraph), 即 是 G 的 关于 P A P 的 陪 集 图 (coset graph). 
注意 如 果 {已 z, Piy} 是 一 个 边 则 i 半 j, MAR 1e PROP, WA {P,P} 是 一 


条 边 . 
Haer, € Ala) 是 所 有 和 a 相 邻 的 顶点 的 集合 . 
群 由 右 乘 
g: TT {Ë Px = Pizg (g € G) 
EHET E. 


同 平常 一 样 , 记 as 为 a 在 g 下 的 像 , 把 as 叫做 和 a HRA. 因为 
Pan Pyy #2 = Regn Pg # 2, 
所 以 9 作为 图 Tr 的 自 同 构 进行 作用 ， 且 由 这 个 作用 得 出 G 到 的 自 同 构 群 
Aut T 中 的 同 态 . 
首先 给 出 这 个 作用 的 基本 性 质 . 
10.3.1 (a) G 在 本 的 项 点 上 有 两 个 轨道 , PL AP. 是 这 两 个 轨道 的 代表 . 每 
一 个 顶点 a e r 的 稳定 子 G, E P MP, 的 一 个 G HH. 
(b) G 传递 地 作用 在 r 的 边 上 . G 中 的 每 一 个 边 稳定 子 是 Pn Pp 的 G IE. 
(c) Ga 传递 地 作用 在 Ala) 上 , a e r. 特别 地 ， 
对 8 € A(a) 有 |A(a)| = [Ga : Ca N Gal. 
(d) (Pi N Poje EGET EER RRO. 
WEA (a) 注意 到 对 Pre lr MgeGR 
Pag = Pico Pg” = Pegel., 
(b)  { Piz, Poy} 是 边 , 所 以 存在 zE Pic Poy. 因此 有 
Pt = Pz, Pay = Paz, 


| D (Fi N Faje 是 会 在 POP 中 的 G 的 最 大 的 正规 子 群 ， 
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TOR = 把 边 {Ps, Poy} Ft HEB [Pi Py}. 根据 (a), {Piz, Paz} 的 稳定 子 是 五 * 六 
P = (Pin Pa). 
(c) 由 (a), BE a = P. BA 


Ala) = {Poy| Pay N P, # Ø} = {Payly € Pi}. 


于 是 P 在 Ala) 上 传递 
(d) 由 (a), G 的 任何 包含 在 PnP 中 的 正规 子 群 固定 r 的 每 一 个 顶点 O 
如 果 
Mt i=0,---,n-14 a; € Alain) 且 对 i=0,.…,n 一 2 有 ai F aye, 


那么 顶点 的 (n 十 1) 元 有 序 组 (ao,al,… ,an) 叫做 从 ao 到 an 的 长 (length) 为 n 
的 路 (path)， 路 可 以 用 来 定义 顶点 a,8 eT 厂 之 间 的 距离 (distance) d(a, 3). 这 里 如 
RE r PREMA a 到 8 的 路 那么 定义 dla, 3) = co, 否则 d(a,8) 是 从 a 到 8 的 
最 短 的 路 长 . 
FR 
{Be I'|d(a, 8) < co} 


叫做 的 包含 a 的 连通 分 支 (connected component). 

连通 分 支 的 任何 两 个 顶点 都 被 一 个 路 连接 , 不 同 的 连通 分 支 不 连接 . A R 
有 一 个 连通 分 支那 么 本 叫做 连通 的 (connected). 

初 看 , 并 不 能 很 清楚 地 看 出 来 为 什么 这 些 新 的 东西 和 图 论语 言 有 助 于 简化 对 G 
的 结构 (更 确切 的 说 是 P 和 P 的 结构 ) 的 研究 . 这 个 现象 的 根本 原因 是 图 论 的 概 
念 使 我 们 能 够 用 非常 容易 的 方式 来 描述 所 研究 的 群 论 性 质 . 当然 , 将 来 的 证 明 将 揭 
示 这 个 原因 , 但 这 里 已 能 够 指出 其 中 两 点 : 

。 下 面 结论 10.3.2 证 明了 本 是 连通 的 当 且 仅 当 G HP, A P 生 成 . 这 把 一 
个 易 把 握 的 群 论 性 质 转化 为 可 以 在 证 明和 定义 中 容易 应 用 的 初等 图 论 性 质 ， 如 在 
10.3.3 和 一 个 临界 偶 的 定义 中 . 

s 通过 上 面 定 义 的 距离 ， 能 够 定义 大 量 的 顶点 稳定 子 的 正规 子 群 。 例如 ,对 
ieEN 有 

Gil := N G5. 
d(a,8)<i 

在 没有 图 I 的 帮助 下 , 对 a = Pj (RUG, = P) 请 读者 自己 尝试 定义 这 些 正规 
子 群 

当然 , 因为 P 和 P 是 有 限 的 所 以 并 非 所 有 这 些 正 规 子 群 都 是 不 同 的 ， 事 实 
上 , 融合 的 一 个 核心 思想 是 找 出 这 些 子 群 中 哪些 是 相同 的 ， 


- 216 - 第 10 章 pp 局 部 于 群 的 嵌入 


10.3.2 本 是 连通 的 当 且 仅 当 GG = (P,, Pa). 
证 明 ”首先 假设 G = (P, P) RA 是 包含 P 的 连通 分 支 . AA P, AR 
是 邻接 的 , 所 以 P 也 在 4 中 . 因为 不 同 的 连通 分 支 不 连接 , 所 以 得 到 


A= AP = Ae, 


从 而 由 10.3.1(a) 得 4 = 工 . 
现在 假设 r 是 连通 的 且 设 Go := (Pi, Po). 设 


m= {Pzlz 三 Go} LJ {Pax|zx € Go} 


是 关于 P 和 P 的 陪 集 图 . 同上 面 所 见 到 的 , n 是 连通 的 , 并 且 有 = mD Ae 
G = Go. BET Z D. EA T 是 连通 的 , 所 以 存在 r 的 边 {a, 8} E a € Ip 
Hper\Iy. 由 10.3.1(ai( 运 用 到 Go 和 m L), Ga Æ Go P. AAG, 在 
Ala) ( 见 10.3.1(c)) 上 传递 , 所 以 不 仅 8 而且 Ala) 的 每 一 个 其 他 的 元 素 也 在 P\Pm 
H, 因此 在 Ty 中 没有 和 a 邻接 的 顶点 , 于 是 D 非 连通 , 得 到 了 矛盾. 口 

研究 陪 集 图 的 必需 工具 是 下 面 的 初等 事实 ; 

10.3.3 设 G= (Pi, Pà) H U < Gon Gas. 假设 {o, 9} 是 的 使 下 面 之 一 成 
立 的 边 : 

(1) 对 6 € {a, 8}, Na,(U) 传递 地 作用 在 A(5) E. 

(1°) UaGa H U <1 Ga. 
那么 U AREA Tr E. 

证 明 ”因为 假设 (1) 和 10.3.1(c) -EAS TEE (1), 所 以 可 以 假定 (1) 成 
立 . 设 


Ty := ae) y phe), 


那么 U 固定 Ty 中 的 每 一 个 顶点 . 设 7 € Io, MH gE No(U) 和 5 € {a,B} 使 
y= 69. 那么 有 
A(69) = A(7) E Ne, (U) = No, (U)?. 


由 (1), Ne,(U) 传递 地 作用 在 Al) = A(y) E, 并 且 {as, 69} 中 的 一 个 项 点 和 ? 
邻接 从 而 
{os, 37} © Io 


由 此 得 到 A(y) Cr. AA 10.3.2 得 r 是 连通 的 , 所 以 得 到 r = m. FRU 
定 呈 中 的 每 一 个 顶点 . 

为 了 处 理 将 在 第 12 章 再 次 过 到 的 特殊 情形 , 现在 给 出 作用 中 的 融合 方法 . a 
本 节 的 其 余部 分 假定 
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A RG 是 由 两 个 有 限 子 群 P A P 生成 的 群 , RT = PNP. 假设 对 
i 二 1,2 有 
Ai Cp,(O2(Pi)) < O2(P;). 
A, TeSyl, R. 
As To =1. 
Ay P,/Oo(P;) = Sz. 
As [2(2(T)), A] #1. 
研究 目标 是 证 明 ARF 
B P =P =S, 2% P = P= Cx Sa 
下 面 假定 A 成 立 . 设 是 G 关于 A MP 的 陪 集 图 . 根据 10.3.2 得 r 是 连 
通 的 , 从 而 10.3.1(d) 和 As 一 起 证 明了 G 忠实 地 作用 在 了 E. 
设 {a,B} È r RA. 因为 fa, 9} 和 边 {P,P} StH, 所 以 用 Ga 和 Gs ER 
Pi 和 P, 论断 A, ~ As 也 成 立 . 在 此 意义 下 , 将 运用 A ~ A 到 任意 的 顶点 稳定 
T Ga 和 边 {a;B} E. 
10.3.4 设 {fa,8 是 卫 的 一 条 边 . 
(a) Ga Ga 在 Ga 中 的 指数 是 3 HÆ Ga 的 Sylow 2 子 群 .特别 对 所 有 的 
te Ga\Ge 有 Ga = (Ga N Gg, t). 
(b) |A(@)| =3 H 
Ox(Ga)= 门 (Ga N Gs) (= GM). 
é€A(a) 
(c) Ga 2 重 传递 地 作用 在 上 Ala). 
证 明 从 As 和 (b) 得 到 (a), 从 10.3.1(e), (a) 得 到 (c). 口 
Wael, & 
Qa := O2(Ga), 
Za = (Q(2(T))|T € Syl,Ga). 
10.35 Wael, VIG, HT€Syl, Ga. 假设 
N(Z(T)) < V < A(Z(Qa)) E |V : A(Z(T))| = 2. 
那么 


V =Cv(Ga)xW, EP, W :=[V,G,]. 
Hm W = C x C2 H Ce (W) = Qa, M Ga/Ce.(W) = Ss. 
证 明 设 De Syl, Ga. 由 842 得 到 分 解 


V =Cy(D) x W, 其 中 W := [V, D]. 
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A; A Ga = DT H& W 41, 从 而 | 全 | 24. 设 de D*. 由 假设 条 件 得 到 
[WAR(2(T))| = 2 = |VWA(2(T™)). 


于 是 Ga = (T,T*) 表明 了 |V/Cy(Ga) <4. WERS Cy(G.) = Cy(D) |W] = 4. 
另 一 个 结论 由 Ay 得 到 . o 

10.3.6 {2,8} 是 本 的 一 条 边 . 

(a) Za < (4(Qa)). 

(b) Qaa = Ga N Ga E Syl, Ga. 

(c) Ca, (Za) = Qa. 特别 地 , G。 的 Sylow 2 子 群 非 交换 . 

(d) 2Z428 正规 于 Gu SENAPE yE A(a)\{8} 使 ZaZ— = ZaZy. 

证 明 (a) WT € Syl, Ga. MA Qa <T, 从 而 A MA O(Z(Y)) < Z(Qa). 

(b) 由 Ag 和 10.3.4, Qa A Qs 在 Ga N Gs 中 的 指数 为 2， 于 是 只 要 证 明 
Qa # Qe. 

WR Qa = Qs, 那么 因为 G 忠实 地 作用 在 Tr" 上 所 以 由 10.3.3 和 10.3.4 得 到 
Qa = 1. 这 和 Al FJA. 

(c) H As, 正规 子 群 Z, 在 Ga 中 是 非 中 心 的 .于 是 因 Ga = (TIT € Syl, Ga) 
得 Za 在 Te Syl, Ga 中 也 非 中 心 . 

由 (a) 得 Qa < Co, (Za). WE Qa = Co, (Za) WA, HAs 得 Co.(Za) AF 
一 个 3 阶 子 群 D BOG, = DT,T € Syl, Ga. 但 在 这 种 情况 下 Q(2(T)) 在 Ga 中 是 
中 心 的 , 这 和 As FA. | 

(d) WR 2Z628 己 Go, MAR Ga 在 A(a) 上 传递 而 得 到 对 所 有 的 ye Ala) 有 
Zaa = 了 .2 

现在 假定 对 某 个 Ye Ala) hy #8 ZaZs = ZaZy. 那么 和 2p 被 Gon Gs 
Al Ga NG, 正规 化 , 从 而 也 被 G。 正规 化 (A). 口 

为 了 后 面 进一步 讨论 需要 证 明 

10.3.7 设 {a,8} 是 TT 的 一 条 边 . 那么 下 面 的 结论 是 等 价 的 ; 

(i) B 成 立 . 

(ii) Za £ Qa- 

证 明 BEBRI. 那么 由 10.3.1(a), 对 5e {a, 8 有 


GSSs H Qs=C2xCy 


或 
Gs = Sy x Co 且 Qs = Cy x Cy x Co. 
因此 Zs = Qs, 10.3.6(b) AA Za £ Qa. 
假定 Za £ Qe. & 6 € {a, 8} Hid 
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T := Qa 且 五 := 号 Na. 


10.3.6(b) $H T T € Syl, Gs A |T/Qs| = 2. 由 此 得 到 
(1) |Qa: E| = 2 = |Q5 : E| 

和 
(2) T = QpZa H Qa = EZq. 
FH 10.3.6(c) 得 [Za, Zs] 4.1, 从 而 


a £ Qas 


由 对 称 的 论证 得 到 
(3) T = ZaQa H Qs = EZz. 
因为 Zs 是 2(Gs) 的 初等 交换 子 群 , 所 以 由 (2) 和 (3) A 5.2.7 一 起 得 到 


®(Qa) = P(E) = 本 人 ph 


即 P(E) 特征 于 Qs. 因此 P(E) Æ Ga 和 Gs PIER. 于 是 从 10.3.3 得 到 OE) 是 
平凡 的 , 有 

(4) Qa 和 Qa 是 初等 交换 的 ， 
#HT=0.0, AF 

(5) E = Z(T). 

Ws = (Qs, Gs). 由 (1) 能 够 应 用 10.3.5 到 站 = Qs 上 , 所 以 有 

(6) Qs = Z(Gs) x Ws H Ws = Co x Ca. 

由 (2) 和 (3), T\Qs 中 存在 非 平凡 地 作用 在 O02(Gs) /Ws 上 的 对 合 ts. 因此 


Xs := O7(Ga)(ts) = Sa. 


假定 Z(Ga) = 1. BA |T| = 8, 从 而 从 (5) 和 (6) 得 到 Z(Gg) = 1. 于 是 Gs = Xa 
Al Ga = Xa F] B 中 的 一 样 . 
假定 Z(G.) 41. 那么 再 次 由 (5) 和 (6) 得 到 也 有 Z(G) 关 1， 另 一 方面 由 
10.3.3 得 Z(Ga) N Z(G) = 1. 因为 Z(G.) M Z(Gg) Æ Z(T) = E P, BEM (6) 
得 到 Z(G.) = C2 = Z(Ga). 这 给 出 了 B 中 的 第 2 种 可 能 性 . 
设 {fa, 引 是 卫 的 一 条 边 ， 为 了 证 明 AR B, 根据 10.3.7, 只 要 证 明 假设 
Za S Qs 导致 矛盾 就 可 以 了 . 在 这 个 工作 中 , 下 一 段 中 的 b 起 到 重要 作用 . 
设 是 一 个 顶点 . AA Z, 忠实 地 作用 在 上 , 所 以 存在 Aer zZ, gG, 
特别 地 有 Z Q. 因为 rT 是 连通 的 diu, A) < 00, 所 以 


b := min{d(p, A)|u, à E T, Za £ Qa} 
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是 一 个 整数 . 并 且 因 为 Z, < Qu 有 > 1. 顶点 对 (a, 0") 称 为 临界 偶 (critical pair), 
如 果 有 


Za £ Qa H d(a,a’) =b. 
因此 对 PORE d(p, A) < b 的 顶点 u AA, 由 4 的 极 小 性 得 到 
Zp < YU 且 AS Qu- 


根据 10.3.7, b= 1 等 价 于 B 成 立 . 
下 面 设 (a,a') 是 一 个 临界 偶 且 y 是 从 a 到 a HEA b 的 路 . EH y 的 顶点 
为 
T= (a,a+1,a42,---,a') E y= (a, ,a’ — 2,0 — 1,0’), 


即 对 1<igb-1 有 a -—i=a+(b—-i). 另外 还 设 
R := (Za, Zal. 


10.3.8 (a) (o’,a) 也 是 临界 偶 . 

(b) Ga NGa+ı = 2 a' Qa 且 Ge'-1 门 Ga: = Zaa- 

(c) RS Z(GaNGan NAZ (Gw-1NGæ) H R = [Ze,GaNGasi] = [Zo, CaN 
Gal. 

(d) |R| = 2. 

(e) Za = [Za Ga] x 2(2(Ga)) 且 (Zo, Ga] = C2 x Co. 

(£) 对 YeSyl Ga A |Za : N(Z(Y))| = 2. 

证 明 b MRES T 


fa Š art = Goi-1 门 Ga 和 fat & Qa+1 £ GaN Ga-+1- 
并 且 因 为 Qu 在 Cw-1 N Ga 中 的 指数 为 2, 所 以 由 Za £ Qa 证 明了 
| NGa = ZaQat 


( 见 10.3.4 和 Ay). 因为 Za 和 Ze PH Ga 和 Gy PIER, 所 以 得 到 
ORS Za ney, 
于 是 10.3.6(c) HE R #1, 从 而 也 有 Zw £ Qa 和 


Go n Go+1 azi Eaa- 


由 此 得 到 (a) 和 (b), 由 (') 和 10.3.6(a) 得 到 (c). 另外 10.3.6(a)(c) 证 明了 


10.3 Be 方 法 E -221- 


\Za/Cz,(Za')| = |Zat/Cz,,(Za)| = 2 H Cz, (Zar) = 2 4(GaN Gat1))- 


RAAT (d) 和 (f) 且 由 10.3.5 得 到 (e). 口 
10.3.9 设 a-1lea4aevfa+ll, 假设 (a 一 1,a' 一 1) 不 是 临界 偶 . 那么 下 面 
的 结论 成 并: 
(a) pp | = Aubo- 2 Ga: 
(b) 对 所 有 的 Be Ala) 有 QaNQs d Ga. 
(c) a 和 a! FEE, b 是 偶数 . 
证 明 ”因为 (a 一 1,a 一 1) 不 是 临界 偶 , 所 以 得 到 


Zul = Qai (所 Ga'-1 N Ga), 


WA b> 1 且 a 
Ža-1 < LaQa' 103-6 ZaCa (Za). 


由 此 得 到 a 


10.3 
[Za-1;, Zæ] £ R = Lin: 


因此 , Za-12a 被 Zw 和 Ga-1 Ga 正规 化 从 而 也 被 (GaN Ga-1,Za') = Ga 正规 
化 (HL 10.3.4). 于 是 10.3.1(c) BF (a). 

从 (a), 10.3.6(c) 以 及 Ga 在 Ala) 上 的 传递 性 得 到 论断 (b). 

注意 到 , 由 10.3.1 得 ae (af R ae l(a 一 1)S, 所 以 


a € (ae <> b 是 偶数 . 
为 了 证 明 (c), 假设 a 和 a’ - 1 FEM, 从 而 Ga 和 Gu -1 BHR. 那么 由 (b) 得 到 
Za < Qa- 门 Qi = Qe- n Qa. 


这 和 La £ Qa FJA. 0 
10.3.10 ”假设 存在 a 一 1e A(o)\{a +1} 使 (a —1,0' 一 1) RIA. 那么 
b=1. 
证 阴 设 Ry = [Zat Zail HBE b 11. 那么 La £ Qati H Za! £ Qa'-1- 
因为 (a 一 1,oa 一 1) 是 临界 的 , 所 以 可 用 (a — 1,0’ 一 1) 替换 (0, 0’), 应 用 10.3.8. Al 
此 有 |Ri|=2 且 


Ri = [Zo—-1; Go-i NGal £< 2(Ga-1 N Ga) 门 了 (Co -2 N Gomi1). 


特别 有 Ry < Z(Qa'-1); 从 而 [Ri, Za] = 1. H 10.3.8, Za 和 Gl 门 Go E Ga; 
所 以 有 
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(1) Ri < Z(G). 
H a—2€ A(a—1)\{a}(B 1). 


下 面 证 明 : 

(2) (a 一 2,a' — 2) 是 临界 侦 . 

假设 (a - 2,0' — 2) 非 临界 偶 ， 那 么 用 (a —l,a’—1) 和 a 一 2 RË (a,a') 
和 a 一 1, 应 用 10.3.9(a) 可 证 明 对 所 有 的 5 € Ala- 1) 有 Za-12a = Zo-1Z5. 用 
10.3.1(c) 得 到 中 


Zatia = Za+1Z0+42- 


由 6 的 极 小 性 得 Zarara < Qa. 但 此 时 也 有 Z, < Qa, 从 而 (a,a') 不 是 临界 
偶 . 这 个 矛盾 证 明了 (2). 

设 Ra := [Za—2, Zor_al. 根据 (2),a—2 和 (a, a’) 满足 假设 条 件 . 因此 ， 对 这 些 
顶点 也 得 到 |Ra| = 2 H 

(3) Ra = [Za-2,Go—2 NGae-i] = 4(Ga-1). 
由 10.3.1(c), FE y € Ga-1 M rE Ga 使 


(a- 2) =a H (a+1)* =a-1. 


因此 
Bai Ga  Ga—1] = [Za-2, Gag Gas)” = Ro” < Z(Ga-1), 
从 而 
PC 
由 此 得 到 


D% a 旋转 使 w — 1 HEREBY +1. 
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(4) R < 2(Gas). 


另外 (1) 和 10.3.3 给 出 了 
(5) ROA, =1. 

下 面 证 明 : 
(6) b=2. 


假设 5 > 2. WA Za < Qar—2, 由 (3) 和 10.3.6(a) 得 到 Re 中 心 化 Zw 和 
Gaa. BY Ga = (Zw, Ga N Ga-1), 所 以 推出 Re 中 心 化 Go 和 Ga. 因此 由 
10.3.3 得 Ro = 1, 这 和 |R| = 2 矛盾 . 

为 了 处 理 剩 下 的 b= 2 的 情形 , 设 


-Wa := (Zal8 € A(a)) (Ga) 


和 
Vari := (Zal € A(a+1)) (Ga41) 


注意 到 T <Q. HA b> 1 而 有 Vos < Qasr, 并 且 因为 Va EMF Ga 而 有 
Ža = (2(2(Ga 1 Ge+1))%*) = Vo, 


类 似 地 ,有 Zayi < Vati- 因此 得 
(7) Zadati < Va 站 Ya+1: 
因为 Ry < 2(Ga), 所 以 Ga 在 Ala) 上 的 2 重 传递 作用 ( 见 10.3.4(c)) BAT 


Vi = Ry < Z(Ga). 


现在 用 导出 矛盾 的 方法 证 明 Va 是 交换 的 : 因为 Va 由 对 合生 成 所 以 Va/ Ri 是 初等 
交换 的 , 因此 


R, = 6(V,)- 
用 相同 的 论证 得 (4) AS 
R= P(Va+1): 
设 
Y= ae 


从 10.3.8(f) 得 到 对 所 有 的 BE Ala) A |Za/ Zan Zal = 2, BVA |a] = 2. Bat, Va 
由 3 个 子 群 Za, p € A(a) 生成 , 从 而 有 


[Veal <8. 
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设 
W := Va N Veet (Ga Gost). 
FH (7), ZaZatl S W, HV, 的 定义 得 到 
(8) Va = (Ws), 
并 且 由 84 页 5.2.7 得 到 


SW) < BVIN SVa) = RNR 1. 


因此 W 是 初等 交换 的 且 由 Vi 关 1 证 明 IV, /W| 2 2. 
研究 Gu 在 Va 上 的 作用 , 因为 [Ga-19 Ga, Zoi] = Ry < Zn 所 以 这 个 作用 
NALS Qu. 设 
Vo := Va, O° (Ga). 


WR Vo = 1, 那么 W 正规 于 Ga AV, =1. 但 这 和 Vi = Ri E |R| = 2 FE. 

现在 设 Vo #1. AA Va <8 得 到 

(9) [Vo] = 4. 

首先 假设 V/W = 2 设 z e Ga 使 Ws £W. BA V, = wwe 从 而 
W nW = 2(Va) H |Vo/WOW*| =4. # De Syl, Gy. D EV, 上 的 非 平凡 作用 
41% D 在 Va/W OW? 上 的 非 平凡 作用 , 因此 Vy 的 所 有 包 会 wwe 的 极 大 子 
群 是 W 的 D Ste. 但 此 时 有 vn 的 每 一 个 元 素 是 对 合 , 从 而 V 是 初等 交换 的 . 
RERA Vi = R, 矛盾 . 

证 明了 

[Va /W]| 2 4. 

由 (7) 和 |Va] <8 得 到 

(10) [Va] =8, W = ZiZa A Wl = 2. 
WA Zw < Ga H Zw ¢ Qa, MUAS Vo, Zx] #1 另 一 方面 HF b= 2, 从 而 
有 

[Va Za] S [Vas Vasa] < W, 

所 以 W = [Vo, Za]. BAA (W°) = Vo, 这 和 (8), (9) 及 (10) 矛盾 口 

10.3.11 定理 ERARI 那么 有 


Pi S Py = S, 8 P= P = Cy x Sy. 


证 明 ”假定 G 是 反例 . 在 所 有 满足 .A 但 不 满足 B 的 (G, Pi, Pa, T) 中 , 选取 
使 |T| 极 小 的 (G, P, Po, T). BAA b>1 且 对 记 有 的 a_1e A(a)\{a +1} 都 有 
(a 一 1,a' 一 1) JEJ ( 见 10.3.10). 因此 10.3.9 A 
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(1) b=0 (mod 2) H X := Qa N Qaşı 2 Ga. 
并 且 由 10.3.3(b) 和 10.3.4(a) 得 到 |Q。 : X| =|Qa41:X|/=2. # 


D Ë Syl; Ga M Ga := Ga/X. 


那么 Ga 是 12 阶 群 且 Q, 是 2 阶 正规 子 群 . 由 此 得 到 万 也 正规 于 已. BX < 
L $ Ga ff L= DQna, 8 

(2a) L 是 Ga 的 指数 为 2 的 正规 子 群 ， 

(2b) I = Sz, 

(2c) Syl, L = {Qa|8 € A(a)}, 

(2d) 对 所 有 的 Be Ala) A Os(L) = X = Qa N Qo, 

(2e) Qa+1 = Za'O2(L) ( 见 10.3.8(b)). 

(2f) Cr (O2(L)) < O2(L). 

对 于 (2f) 的 证 明 , 注意 到 Za (9Ga) AA Qari 中 , 从 而 也 包含 在 OL) 中 . 
因此 有 


Cx(O2(L)) < Ci(Za) < Qan L< OL). 


根据 Aq, 存在 元 素 tE Gas1\Qaii 使 
a =a+2 Ht € Qay. 
于 是 Qari = (Qapı) Æ L (< Ga) 和 Lt (< Gazz) 的 Sylow 2 子 群 . 首先 证 明 
(3) Oo(L) 不 是 初等 交换 的 . 
假设 OL) 是 反例 ， 那 么 由 (cb) 和 (2d) 得 A := Oo(L) 和 Ay := O2(L*) 
是 Qan 中 的 两 个 指数 为 2 的 初等 交换 子 群 ， 如 果 A = Ao, 那么 A, 正规 于 
(Ga, Ga+2) 从 而 也 正规 于 


(Ga, Ga N Ga+i: Ga41 n Ga+2) E (Ga, Gati? =G. 
但 这 与 A 和 (2f) FA. 
证 明了 Ay # Ap. 由 于 (2b), (2c) 和 (2f) 得 Qan 是非 交换 群 ; 所 以 有 
A:= Ay 门 Ag = 2(Qa+1) H. (Qa / Al = 4, 
如 果 O?(Ga+i) 平凡 地 作用 在 Qari/A £, WA 


(Ga; O?(Ga4i)) < No(A1), 


这 和 10.3.3 矛盾 . 于 是 O?(Ga41) 传递 地 作用 在 (Qasi/A)* E. BA QË 的 每 
一 个 元 素 是 对 合 从 而 Qos: 是 初等 交换 的 , 再 次 得 到 矛盾 . 这 证 明了 (3). 
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现在 设 
Go := (L, Lt), 


Bid Go 在 Qa 中 的 极 大 正规 子 群 为 Q. 注意 到 Gi = Go 从 而 也 有 Qt=Q. 下 
面 证 明 ; 

(4) [Q, D] #1. 
对 于 (4) 的 证 明 , 假定 Q, D] = 1 Ak 


Go := Go/Q®. 
因为 Qayi € Syl, LA Syl, Lt 和 (2), 所 以 四 元 组 
(Go, L, L*, Qa41) 
满足 假设 A ~ Ay. 并 且 因 为 [Q, D] =1 所 以 10.3.6(c) 和 140 页 8.2.2 BE 
W := [Za, D] #1 (Q < W < OX(L)) 


且 C;(O2(L) < O2(L), 所 以 A, 和 As 也 成 立 . 
现在 用 到 T| 的 极 小 性 . 因为 |Q。4i| < |T|, 得 到 
LS; 或 Exc, x Sq. 


特别 地 , 由 10.3.5 得 
W = [0,(L),07(Z)] £ O2(E*) 


H W < Za WS Za ¢ 02(L'). 于 是 由 (2b) 得 到 
Ox(L) = (O2(L) N O2(L')) Za. 
因为 Za < 2(Z(O2(L))), 所 以 得 到 
®(O2(L)) = &((02(L) N O2(L"))), 


由 通过 t SHE 6(02(L)) = (Os(L')). 但 现在 由 同步 又 (3) 的 证 明 中 那样 得 到 
©(O02(L)) 正规 于 (Ga, Gara) = G, 从 而 由 As 得 到 @(Os(I)) = 1. 这 和 (3) FA, 
从 而 (4) 成 立 . 

(5) & Be Ala) H yE A(S)\{a}, MA (Za, Z) 不 正规 于 L. 

固定 符号 A(B8) = {a,7,6} HE 


Va := (Za, ZZ) (AGz). 


ae 
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Qa\Qs 中 的 每 一 个 元 素 r 交换 7 A 6 HERE L ( 见 (2a)) 如 果 (Za, Zy) 正规 
F L, 那么 (Ze, Zo) = (Za, Zy") 也 正规 于 L. BHAT Vo 正规 于 L(¢ Gan Go), 
这 和 10.3.3 矛盾 . 

(6) @ b> 4,a—1€ A(a)\{a+1} BH a-2€ A(a—1)\{a}. BA (a—2, a! —2) 
是 临界 偶 . 

假设 (a — 2,0/ — 2) 非 临界 . 那么 Za-2 < Qw- N Qu- AA (1) Aa -2 
和 a FLERE, 所 以 得 到 


1) 3 PRR 0.5.8(b) 
Za-2 S Qar-3 N Wa G Qu -2 N Qo -1 = Gw- NG = 


Za Qa 


TES [Za—2, Za] <= [Za Zal = Las 因此 Za-2Z0 (< Qe NQa-1) 被 Lat 正规 化 
从 而 也 被 Q。_i (< Ga-2 Ga) 正规 化 . 于 是 (2) BA Za-22a 正规 于 L, 这 和 (5) 
矛盾. 

FRR a-1e A(a)\{a+1} Hee L (<G,),  (a+1)* =a-1. 那么 


a—2:=(a+2)* 


和 a 一 1 邻接 且 不 同 于 a 和 a+2. 
it b24. 由 (6), (a 一 2,a' 一 2) 是 临界 的 . 因此 10.3.8 A 


Ra := [Ze 2， Zaa) = 2(Ga-2N Ga-1) DEARI 


另外 b > 4 草 售 Ze < Qu ,从 而 也 有 [Rs, Zw] =1. 于 是 (2) 给 出 (Ro, L] = 1, A 
为 EL 而 有 
fig S 4(Ga+2 n Ga+1): 

因为 (a', a) 也 是 临界 偶 (网 10.3.8(a)), MUFE o + 2 fH d(a’,o’+2)=2 H 
(of 十 2,a 十 2) 是 临界 的 . 假设 5b > 4. 那么 Zat < Qa'_z, 从 而 因为 Ra < Zw- 
而 有 

[Rs, Za'+2| ati Fe 

因此 


10. 3. S(b) 


Ga+2 N Gat3 


被 Ra 中 心 化 . 由 此 得 到 Ro < Z(Ga+2), 在 用 z € L REWER Re < Z(Go-2). 
这 和 Zw- 在 Zao ERIE AAS, 见 10.3.8(b), (e) 和 (f). 

已经 证 明了 

(7T)b<4. 
现在 证 明 (7) 和 (4) 矛盾 来 导出 最 后 的 矛盾 . 


Qa+2Za'+2 
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因为 Q < O2(L') < Qa+2, 所 以 

(1) [Q, Za+2] = 1. 

现在 分 2 种 情况 Zoro £ O2(L) 和 Za42 < Oo(L) 来 讨论 . 
在 第 1 种 情形 有 Qarn = Da(D)2Zura H 


L = (2%,9)02(L) = Cr(@JOs(D)， 


因为 Q 正规 于 LAHAT O2(L) < CL(Q). 特别 有 [Q, D] =1, 这 和 (4) FJA. 

于 是 面临 情况 Z.42 < Oo(L). 那么 Zar < Qa, 而 (7) 和 (1) 证 得 5= 4. 因此 
(6) A 

Za+2 $ Qa-2 = Qa42)*; 
L" 是 G, 中 指数 为 2 的 正规 子 群 . 子 群 
((Za+2)"") (< Go) 

包含 Ga- 的 Sylow 3 TH Do. 于 是 由 上 面 的 (') 和 Q aG 得 到 [Q, Ds] =1. 由 
D 是 Ga 的 Sylow 3 FEF D 的 Go HRMAIAA (4) 矛盾 . 口 

以 两 个 满足 A 从 而 也 满足 B 的 群 例 来 结束 本 节 . 它们 也 是 满足 条 件 B 的 两 
个 例子 . 

(1) 设 G 是 对 称 群 Se, 


a := (12), b := (12)(34)(56) 


且 
P; := Cela), Ps := Colb). 
MAM ceGa 
x € P, + {1,2} = {1,2}  {3,4,5,6}" = {3,4,5, 6}. 

于 是 有 

P, = (a) x Gi2 = C2 x S,Q, 

O2(P,) = (a) x ((34)(56)) x ((35)(46)), 

且 


T := O02(P;)((34)) € Syl, Pi. 
类 似 地 , 对 x e G 和 := {(12), (34), (56)} 有 


Á 


D Gua := {z € Gil? =1 A 7 = 2}. 
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rePRe Of =f. 
因此 Po 作用 在 0 上 . 这 个 作用 的 核 为 
N := ((12)) x ((34)) x ((56)) 
且 
P,/N & Sq = Ss. 
N((35)(46)) = T 


是 P, 的 Sylow 2 子 群 . 注意 到 进一步 有 P + P A|R :T|=3 = |P: T|, AV 
POP, =T. 另外 还 有 


IG ju 
\PiP2| 3-48 
从 而 因 P 不 包含 在 单 群 A PA G = (Pi, Po) ( 见 3.1.2). 这 表明 了 三 维 有 序 组 
((Pi, Pa}, Pr, Po) 满足 A. 
应 该 注意 到 三 维 有 序 组 (Ae, PiN As, Pan Ac) 是 满足 条 件 B 的 另 一 个 例子 . 
(2) 设 G := GLs(2) 是 F。 上 的 可 道 3 x 3 矩阵 组 成 的 群 . &P, 是 所 有 具有 形 


boc 
z= de | 
f g 


的 元 素 z E G 的 集合 , Po 是 所 有 具有 形式 


1 


的 元 素 z e G 的 集合 , 其 中 , a,b,c,d e, fg E Fa: MAR AP EBGHTH. 
映射 


IG: (P,P)| < 


式 


二 


> & A 


b 
E 
ü 


w =. & 


iF Sia the ( * i ) 
f 9 


yp: Pa > SLo(2) a fe j 
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是 核 分 别 为 


m 
h 
=o 0 


Ker yı = ü 1 b e€ Fb = Co x Ca, 


So 
So 


1 
1 0 c¢ 
Kergyo=4] 0 1 f Jig fE€Fop SC xO 
0 0 1 


的 满 同 态 . 因为 Ker wi(i = 1,2) 在 P 中 有 忠实 地 作用 在 Ker p: 上 的 补 , 所 以 


Pi = 84 = Po, 
并 且 
l b 
PnP = 0 1l-e¢ a,b,c € Fs 
0 0 1 
是 8 阶 子 群 从 而 是 请 和 所 的 Sylow 2 子 群 . 因为 
: [5] 168 
C-IP. PH £ == = es 


E G 的 阶 不 能 被 16 整除 , 所 以 G = (P, Po). 因此 三 维 有 序 组 (Pi, Pa), Pi, Pa) W 
足 .4. 
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在 前 面 的 章节 中 , 了 解 到 非 平凡 p 子 群 的 正规 化 子 ( 即 p 局 部 子 群 ) 对 有 限 群 
的 结构 具有 特殊 的 重要 性 是 显然 的 . 本章 介绍 在 某 种 意义 上 和 正规 化 概念 对 侦 的 
另 一 个 重要 概念 . 

设 G 是 群 , 4 是 G 的 子 群 . 4 的 正规 化 子 概念 是 关系 到 满足 AU = A 的 子 群 
U, 然而 现在 关注 满足 UA =U 的 子 群 U. 

正规 化 子 概念 的 这 个 对 偶 是 Feit-Thoinpson 定理 证 明 中 的 一 种 基本 思想 . Goren- 
stein 发 展 了 信号 函 子 的 一 般 概念 [ 叫 , 这 是 群 论 的 一 项 重大 成 就 , 

本 章 的 目的 是 给 出 Glauberman 完备 定理 [89 的 一 个 证 明 . 这 个 定理 的 两 个 
重要 情形 (r(A) > 4 和 p = 2) 较 早 地 被 Goldschmidt 证 明 [s,55， 另 一 个 证 明 是 
Bender! 给 出 的 . 后 来 他 的 证 明 被 Aschbacher[D 推广 而 得 到 完备 定理 的 一 个 新 的 
证 明 . 

本 章 中 , 4 总 是 一 个 p 群 , 而 所 考虑 的 4 不 变 子 群 往往 是 mw TH. 因此 经 常 
用 到 在 8.2.2, 8.2.3, 8.2.7 和 8.3.4 中 给 出 的 互 素 作 用 的 初等 性 质 . 用 缩写 (cp) 表示 
这 些 性 质 . 

我 们 发 现 把 A 看 作 作 用 在 G 上 的 群 而 不 看 成 是 G 的 子 群 是 有 好 处 的 . 


11.1 定义 和 基本 性 质 


在 下 面 p 是 素数 , 4 是 作用 在 G 上 的 非 循环 初等 交换 p 群 . 注意 到 , 因为 4 
是 交换 群 所 以 对 每 一 个 a e 4 不 动 点 群 Cala) 都 是 4 TEW. 

设 U 是 G 的 AA p TR. 那么 83405 

(+) U = (Cela) NUla € A#). 
这 给 出 下 面 的 一 个 推广 . 

设 9 是 一 个 把 每 一 个 a c 4# 和 Cela) 的 一 个 4 不 变 且 可 解 的 mw THAR 
系 的 上 映射 四. 这 个 子 群 记 作 8(Co(a)), 所 以 


ditata a 
用 Hala) 记 G 的 满足 


D 这 节 大 雪 数 结果 没有 可 解 性 要 求 的 话 也 成 立 , 
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对 所 有 a,b e A* 都 有 Cola) NU < 9(Ceo(o)) 


的 ATE p 子 群 的 集合 . 换 名 话说, 对 U e HA 有 
(+') U = (0(Ce(a))NUla € A*), 
并 且 从 定义 很 容易 知道 U 的 每 一 个 4 不 变 子 群 也 在 He(4) 中 . 
如 果 
S 对 所 有 的 a,b e A# 有 8(Co(a)) n Celb) < 6(Co(b)), 
或 等 价 的 有 
S' 对 所 有 的 ae A* 有 6(Ce(a)) € HealA). 
那么 映射 o 叫做 G 上 可 解 A (ASAF (solvable A-signalizer functor). 
如 果 H(A) 包含 一 个 唯一 的 极 大 元 素 中， 那么 可 解 4 信号 函 子 叫做 完备 
的 (complete). 如 果 8 是 完备 的 , 就 把 Hs(A) 的 唯一 极 大 元 素 记 作 0G). 
设 8 是 G 上 的 可 解 4 信号 函 子 且 


E := (0(Co(a))la € A*). 


性 质 (+) AS 8 是 完备 的 当 且 仅 当 E c Hs(A)， 于 是 如 果 0 RAH, 那么 
E = 6(G). 

本 章 的 目的 是 证 明 如 果 r(A) > 3 那么 8 是 完备 的 , 这 就 是 Glauberman 完备 
定理 . 

对 上 G 的 一 个 A& 不 变 子 群 A, 


Oy: a+ O4(Cy(a)) := 0(C6(a)NH (ae A#) 
是 0 到 H 上 的 限制 (restriction), 这 里 
Mo (A)= {U € Ha(A)|U < H}. 
如 果 8 是 完备 的 , 那么 Oy 也 是 完备 的 且 
ul(H) =6(G)N H. 


如 果 Oy 是 完备 的 , 设 8(H) := On(H). 
条 件 S 说 对 每 一 个 a E A#, 限制 gc (a) 是 完备 的 且 O(Co(a)) 是 唯一 的 极 大 
TOR. 显然 对 的 4 每 一 个 非 平凡 子 群 B，bc_ 14g) 也 是 完备 的 且 


0(Ca(B)) = (Cola)) NCa(B) = f] (Ca(b)) (ae B#). 
be ae 


® 其 于 包 舍 关系 . 


lll 定义 和 基本 性 质 - 233 - 


在 继续 信号 函 子 的 性 质 之 前 , 给 出 一 个 典型 的 例子 . 
11.1.1 设 p 是 素数 且 


@:at+Oy(Ce(a)) (a E A”). 


(a) 假设 对 所 有 ac A*, Coala) 是 可 解 的 , 那么 8 是 G 上 的 可 解 4 信号 函 子 . 
(b) 假设 G 是 可 解 的 , 那么 o 是 完备 的 且 MG) = Op (G). 
证 明 (a) 对 a,be A#, 由 8.2.12 有 


Op (Ca(a)) N Calb) < Op (Cogs) (a) < Op (Colb)). 


从 而 S 成 立 . 
(b) 再 次 由 8.2.12 得 


8(C@(a)) = Op (G) N Cala), 
所 以 Op (G) e Me(A) H. 
Op (G) = (6(Ca(a))|a € A”) € He(4)， 
因此 @ 是 完备 的 且 8(G) = Op (G). o 
在 下 面 , 9 是 G 上 的 可 解 A 信号 函 子 . 设 


Ca := 有 Ce(m)，aE A*, 
Ce :=6(Cc(B)), 1#B<A, 
M(A): He(A) 的 极 大 元 素 的 集合 ， 


且 对 素数 集合 r 定义 


Hal A, T) := {U € Hal AU Æ r HY}, 
H5(A, m): HelA,7) 的 极 大 元 素 的 集合 . 


11.1.2 B X,Y c H(A) 使 XY =YX. 假设 

(1) Y < Ne(X) & 

1) XY 是 可 解 的 . 
那么 XY e He(A). 

证 明 ”在 情形 (1) 下 也 有 XY 是 可 解 的 ( 见 6.1.2). 于 是 在 两 种 情形 下 XY 都 
是 A 不 变 可 解 p 群 . 因此 8.2.11 AF 


对 所 有 的 a c A#, 有 Cxy(a) = Cx(a)Cy(a) < Cas 
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所 以 XY e Heo(A). 
11.1.3 设 N 是 G 的 4 不 变 正 规 p' TH, G:=G/N. 那么 映射 
:am dCs(a)) := Ca, acA” 


是 G 上 的 可 解 4 不 变 信号 函 子 且 H(A) c H(A). 
证 明 设 a,be A* HM: NC, WA 
M = 6(Cz(a)) B Carlo) P Cu). 

由 此 得 到 

Culb) "= Cn(b)Co, (b) = Cn (b) (Ca Ca (b)) < NO(Ca(b)). 
从 而 

BCa(a)) N Ca(b) = Caz(b) = Cul) < 8(C5(0)). 

类 似 地 , 对 Ue Uy(A) 有 


Cy(a) ‘2 Cola) = TAT < (Cala), 


U e H(A). 口 
11.1.4 BHE 11.1.3 中 还 有 N e Uy(A), 那么 H(A) = Hs(A). 特别 地 , 0 
是 完备 的 当 且 仅 当 6 是 完备 的 . 
证 明 设 Wsr<sG 使 页 EUHi4). 根据 11.1.3, 只 要 证 明 Ue n(A). 
对 ae At 有 


Cula) © Opla) < I(Cgla)) = On = CoN/N, 
AmA N e Hala) 而 有 
Cy(a) < NCa N Cola) = Cyu (a)Ca S Ca- 


因此 U e Hald). o 

现在 设 

m) := U m(Ca)- 
ac A* 

11.1.5 #U € Ha(A) WA r(U) C x(8). 

WEAR 由 (cp), 对 每 一 个 ge o(U) 都 存在 U BY A ASE Sylow g TH Q, HAA 
为 A 是 非 循环 的 所 以 存在 ae A fH Cola) #1(% 8.3.4). 因为 Cola) < Cula) < Ca 
所 以 得 到 q € (8). 口 
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显然 , 8 到 4 不 变 子 群 上 的 限制 和 可 解 4 信号 函 子 5( 同 11.1.3 中 的 ) 都 能 够 
在 运用 归纳 法 进行 证 明 时 获得 应 用 . 但 是 在 这 方面 9 的 另 一 个 减少 (0) 中 素数 个 
数 的 变化 更 重要 . 

设 r 是 使 p gg 7 的 素数 集 人 台中 .把 8.2.6(d) 用 于 可 解 且 ARE p BC, = 
etCe(a)) (a € 4#) E. 那么 Ca 包含 了 唯一 的 极 大 AC, PE x FH, 把 这 个 子 
群 记 作 6,(Ce(a)). 

11.1.6 ”映射 

0, :a++ d(Co(a)) (a € A#) 


是 G 上 的 可 解 4 信号 函 子 且 满足 
mlgr)Er 且 {EEIodTrlTca =U} C He (A). 


证 明 设 abe A*, 那么 @,(Ca(a)) N Ce(b) fC, 的 AC's 不 变 r TE. 
是 0r (Cala)) Ca (b) 包含 在 唯一 的 极 大 AC PE r FH 0,.(Co(b)) 中 , 这 证 明了 
0, 是 G 上 的 可 解 4 信号 函 子 . 

显然 r(br) En, 再 次 从 6,.(Ce(a)) 的 唯一 性 得 到 另 一 个 性 质 . 口 

在 下 面 引 理 的 证 明 中 , 用 到 了 一 个 在 其 他 情形 下 也 有 用 的 方法 . 

11.1.7 WA de r(A) > 3 的 作用 在 群 X 上 的 初等 交换 pH, 且 设 p 关 ge 
T(X). 假设 Qi 和 Q: X 的 两 个 4 不 变 g 子 群 且 使 对 D: =Q NQ: 有 


Qi F DF Qo. 


那么 存在 ae 4# 使 
Ne(D)NCo,(a) £ D, i=1,2. 


证 明 因为 Qi AD 4 Qo, 所 以 有 
Ds Ng (D) =: Ni, iE {1,2}, 


H 146 页 8.3.4 证 明了 Ni 由 子 群 Cn,(B),B < A,r(A/b) < 1 生成 .特别 地 , 对 
i 二 1,2, 存在 的 4 极 大 子 群 B 使 


AA r(A) 2 3 所 以 得 到 BLN Bo 41. 于 是 可 取 到 1 夫 aE Bi NBs. 口 
第 一 个 主要 结果 是 


四 在 此 内 容 下 注意 到 对 rØ. EREN n FR 
D AC, 不 变 的 意思 是 4 PEA Cy TE. 


ee 

11.1.8 ”传递 定理 Ho EGERT AfSATA qera). 假设 r(4) > 
3, 那么 MA, g) 中 的 元 素 在 Ca FHH. 

证 明 ”假定 结论 不 成 立 . 在 H;(A,g) 的 所 有 在 Ca FRHRMMNITEN PAR 
Qi 和 Q 使 

D:=QiN Qs 
极 大 . 设 
N := Ne(D),, Na:= NOC, ae A#. 

由 11.1.7, FE a c 4# 使 


并 且 N。 是 4 不 变 p 群 . 于 是 由 8.2.3(b) 和 (c) 知道 存在 元 素 € Cw_ lA) (< Ca) 
使 
E:= (Na n Qı)5, Na N Qa) 


是 NW APB HR. AA DAE MBE naag 中 , 所 以 由 11.1.2 也 有 
DE € Vig(A,q). 因此 存在 Qa € Hs(A,g) 包含 DE, 所 以 有 


D<D(NNA) s Q NQ H D< DNN Q) < Q2NQs. 


D RAMA Q" 和 Q: Fl Qo 和 Qa 一 样 在 C4 FIER. 但 此 时 Qi 和 Q 
在 Ca FERH, ASFA. 口 
注意 到 传递 定理 的 2 个 推论 : 

11.1.9 gert) EQEe HKA g). 假设 r(A) 23. 那么 下 面 成 立 : 

(a) 对 每 一 个 H e Hefdi, FE ce Cy HH Q°ONH BH WA A Sylow q 
子 群 . 

(b) 对 每 一 个 1 关 B< A, Co(B) 是 Ca 的 A AE Sylow q FH. 

证 明 (a) H 的 每 一 个 4 不 变 Sylow g FH Qi 都 在 Hel, g) P, 从 而 包含 
在 元 素 Qo € Hal, q) P. 由 11.1.8, 存在 ce Cy 使 Q2 = Q*, 从 而 QNH = Qi. 

(b) 因为 Ca < Cr, 所 以 由 (a) 可 以 得 到 结论 (使 H := Cp). o 

11.1.10 如果 |r| <1 且 r(A) 2 3, 那么 8 是 完备 的 . 

证 明 ”在 情形 x(9) = o 时 有 0G) = 1. 假定 x(9) = {gq}. WA H(A) = 
Hald, g) HEE Q e n(A) 使 C4 < Q. H 11.1.8 得 Q@ 是 H (Ag) 中 唯一 的 
元 素 . 口 

以 一 个 例子 来 结束 本 节 ， 这 个 例子 证 明了 Glauberman 完备 定理 中 的 假设 
r(A) > 3 是 不 能 去 掉 的 ( 见 11.3.2). 
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设 g 是 奇 素数 ,Y 是 生成 元 为 v 和 w 的 g 阶 初等 交换 群 , 即 
V = (v) x (w) = Cy x C,®. 
设 r,t, z € Aut V 通过 以 下 关系 定义 : 
(v7, w") := (v, vw), 
(vt, wt) := (071, w), 
(v, w?):=(v-!,w7). 
WU 是 Aut V 的 由 z,t,z 生成 的 子 群 . 那么 
(t, 2] == [2,2] = 1 Het =27'. 
设 互 是 U 和 V 的 半 直 积 . 把 U AV 与 它们 分 别 在 H 中 对 应 的 子 群 等 同 . 那么 
G := Viz) 


是 9 阶 的 非 交换 正规 子 群 , 4 := {t,z) 是 H 中 4 阶 的 初等 交换 子 群 , 并 且 满 足 
() Ce(A) = 1, 
(") G = (z, w) = (Ca(z), Calt)), 
(") (v)* = (v) < Celtz). 
we 


6(Ca(t)) := Celt), O(Ca(z)) := Ce(z), O(Ce(tz)) = 1. 


由 ('), 0 是 G 上 的 可 解 4 信号 沙子 . 
假设 0 在 G 上 是 完备 的 . WAH ("), G 是 (A) 中 的 极 大 元 . 但 是 此 时 有 
Co(tz) = 0(Co(tz)) = 1, 这 和 (") TE. 因此 8 非 完 备 . 


IEZ ae 解 


同 前 面 的 章节 中 那样 , 4 是 作用 在 群 G 上 的 非 循环 初等 交换 p 群 ,9 RG 上 
的 可 解 4 ASAT. 

在 前 面 的 章节 中 , 已 经 知道 群 的 性 质 可 以 从 它们 的 p 局 部 子 群 的 局 部 性 质 推 
导出 . 
在 信号 函 子 的 情形 下 , 有 类 似 的 思路 . 现在 局 部 信息 的 携带 者 不 是 p 局 部 子 群 
而 是 9 AWT H(A) 的 非 平凡 子 群 的 正规 化 子 . 


DV 以 加 法 形式 是 Fy EAE v, w 的 向 量 空间 ， 


. 238 . | | 第 11 章 AFAT 


介绍 下 面 的 概念 ; 

对 g E (0), 设 Oy := Oy, 其 中 , 右边 的 信号 函 子 的 定义 同 11.1.6 中 的 . 
如 果 

。 对 所 有 非 平 凡 的 U € M6(A), Ono) 是 完备 的 且 

。 对 每 一 个 ge x(9), Oy 都 是 完备 的 . 
那么 日 称 为 在 G 上 是 局 部 完备 的 (locally complete). 

实际 上 , 这 个 概念 相当 程度 上 是 不 必要 的 , 这 是 因为 在 下 一 节 当 r(A) > 3 时 局 
部 完备 可 解 A 信和 号 函 子 是 完备 的 . 但 引进 这 个 概念 有 两 个 原因 : 第 一 是 应 该 再 次 
强调 群 论 中 局 部 性 质 的 重要 性 . 第 二 是 它 能 够 被 用 来 把 一 个 很 长 的 证 明 分 为 独立 
的 中 间 结 果 . 

本 节 研 究 r(b) ¢ {2,3} 的 情形 , 特别 是 p = 2 的 情形 . 证 明 在 这 种 情形 下 每 一 
个 具有 r(A) > 3 的 局 部 完备 可 解 4 信号 函 子 都 是 完备 的 . 

11.2.1 设 G 是 py 群 基 和 Y 是 G 的 4 不 变 子 群 . 假设 

(1) 对 所 有 的 aeE 4# 有 Cola) = Cx(a)Cy(a) H 

(2) 无 是 Cel4) 不 变 的 . 
那么 G= XY. 

证 明 设 g 是 |G| 的 素 因子 ( 当 G@G = 1 时 没有 什么 可 证 明 的 ). 首先 假定 G 是 
非 平凡 q 群 , 所 以 Z(G) 41. 因为 A 非 循环 , 所 以 存在 ae 4# 使 


N := Czigla) x l; 


显然 N 是 A BAHIA G :=G/N(XF X, Y) 满足 假设 . 在 |G| 上 用 归纳 法 , 可 假 
€ G= XY, 所 以 有 


.G=XYN = XNY = XCg(a)Y Ë XY 


现在 从 刚才 证 明 的 情形 来 推导 出 一 般 情 形 . 
Bt a c A#. 根据 (cp), 运用 到 Cy (a), Y 和 G 上 得 到 存在 G 的 A 不 变 Sylow 
qa THQ 使 
QNY E€ Syl, Y H QNCy(a) € Syl, Cy (a). 


并 且 因 为 X, Cx (a) 和 ColA) 是 Col A) 不 变 的 , 所 以 从 141 页 8.2.5 得 到 
X NQ € Syl, X, Cx(a) NQ € Syl, Cx(a) H Cola) € Syl, Ca(a). 
因为 XY 和 Cxny(a) 都 是 Cy(A) 不 变 的 , 由 相同 的 论证 得 到 也 有 


ANYN Q E Syl, 了 且 Cxny (a) nd E Syl, Cxny (a). 
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于 是 有 


ICala)|l=|Ce(a)ls = |Cx(a)Cy (a)l = (Cx (a) |q\Cy (a) |qlExny lalz" 
=|Cx (a) N Q||Cy (a) NQ||Cxay (a) nQ? = |Cxne(a)Cynala)| ， 


从 而 Cola) = Cxngla)Cyne(a). 因为 QNX 也 是 Co(4) 不 变 的 , 所 以 由 上 面 证 
明 的 情形 得 Q=(QNX)(QNY). 由 此 得 到 


1Q| = QN XIIQAYIIX NY Ql? = |X lY lX NYI? = |X¥ la 


因此 对 每 一 个 ge r(G) 都 有 |Q| 整除 |XY|, 从 而 G = XY. 口 
下 面 选 取 的 符号 同 11.1 节 . 特别 地 , 有 


Ca := Co(a), ac A# A Cp :=O(Ce(B)), 1A BSA. 


11.2.2 设 8 在 G 上 是 局 部 完备 的 且 M e HA). 假设 r0 = 2 且 存在 A 
ASAE FH F < F(M) 使 
对 每 一 个 geEr( 的 有 O,(F) #1. 
那么 M 是 H;(4) PRA F 的 唯一 元 素 . 
证 明 ire) = {ar} 用 导出 矛盾 的 方法 来 证 明 . 设 (FM) 是 使 FRAN 
反例 ， 
F; :=O,(F), Fp := O,(F) 和 Ng := Na(F;). 


注意 到 因为 Fy € Hol A) 而 有 On, 是 完备 的 . 首先 证 明 

()] M 是 M5(A4) 中 唯一 包含 9 Na) 的 元 素 , 其 中 , g € r(e). 
设 

AN) < Le (A). 

首先 假定 F, =O0,(M). BA M < 0(N,), HM 的 极 大 性 得 O(N) =M =L. 

现在 假设 F,<O,(M) HR 

F := No,(m)(Fa) x Or(M). 

那么 F E 4 不 变 的 且 F< F. Alt (F, M) 满足 条 件 假设 但 不 是 反例 .于 是 在 此 
情形 下 也 有 M = L, 从 而 (人 ) FHE. 

现在 设 F< He HA), WA 


(") 
Ny (F) < ON) < M. 


由 此 得 到 F, < Oy(Na(Fy)), 从 而 144 页 8.2.13 A F, < Oy (H) = O,(H). 
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把 + 和 s 的 角色 对 换 由 相同 的 论证 也 得 到 F < O,(H) = O,(H). 于 是 
F < F(H), EX (F,H) 满足 假设 条 件 . 于 是 或 者 (F H) 也 适用 (') 或 者 (PH) 不 
ERP. 在 两 种 情形 , 因为 F < 6(N,) 都 有 6(N,) < H. 因此 们 表明 了 HH=M. 
但 此 时 得 到 (F, M) 不 是 反例 . 口 

下 面 的 评注 描述 了 在 下 一 个 证 明 中 要 遇 到 的 情形 . 

11.2.3 HG Æp 群 . 假设 

对 所 有 的 ae AF, A @(Cela)) = Cela). 

那么 下 面 成 立 ， 

(a) Ha(A) 是 G 的 所 有 4 不 变 可 解 子 群 的 集合 . 特别 地 , 每 一 个 4 不 变 子 群 
都 在 Hs(A) 中 . 

(b) 8 是 完备 的 当 且 仅 当 G = 8(G). 

(c) ROH G 上 是 局 部 完备 的 . 那么 

1 # U € H(A) = Ne(U) € H(A). m 
下 面 考 虑 G 的 一 个 分 解 
G=KQ, K,Q e H(A). 
那么 G Æp 群 且 对 所 有 的 ae 4# 有 
Cela) == Ck(a)Co(a) = 0(Co(a)). 

于 是 处 于 11.2.3 的 情形 下 . 

11.2.4 设 9 在 G 上 是 局 部 完备 但 不 是 完备 的 , ge x(0) A 

G= KQ, RP, K e H(A g) A Qe Hal A, q). 

(a) Q 不 正规 化 G 的 任何 非 平 凡 g TE. 

(b) 对 所 有 的 Q <U € Hald) 有 RD) <Q. 

(c) 设 Q 是 交换 群 . WANNAN Q sU e Ho 有 DrsNora). 

证 明 ”注意 到 Q € Syl, G 和 对 r € w(K) 有 Syl, K C Syl, G, 并 且 G = KQ 
表明 了 

(1) X} r € x(G)\{q} A Syl, G = Y Syl, K”. 

因为 8 是 局 部 完备 但 不 是 完备 的 , 所 以 Hl) PAS G 的 没有 非 平凡 正规 子 
群 . 特别 地 ， 

(2) N K9= N Ke =1. 

JEG gEQ 

设 X 是 被 Q 正规 化 的 p 子 群 .根据 (cp), 对 每 个 r e TIX), X 中 都 存在 QAR 
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变 的 Sylow r 子 群 . 于 是 为 了 证 明 (a), 可 假设 X 自身 是 一 个 r+ 群 . 那么 (1) AF 
X < K, WUA (2) 得 

Xs (\|K'=1. 
gEeq 
因为 Q e Syl,G, 所 以 论断 (b) 是 (a) 的 直接 结果 . 
对 于 (c) 的 证 明 , A Q 是 交换 群 , 从 95 页 6.1.4 得 到 


F(U) £ Q < Cu(F(U)) < FW), 
从 而 Q = F(U). 口 
11.2.5 设 9 在 G 上 是 局 部 完备 的 ,gw erh) H Qe He(A,g). 假设 Q BE 
换 群 , r(4) > 3 且 有 
G=KQ, K:=06y(G). 


那么 0 是 完备 的 且 9(G) =G. 
证 明 ”注意 11.2.3 后 的 评注 表明 G 是 使 


对 at A#, 1# B <A, A Ca = Cala) H Ce = Coe(B), 


的 m 群 . 特别 地 , 可 应 用 11.2.3 到 G 上 . 因此 Ho(4) 是 @G 的 4 不 变 可 解 子 群 的 
集合 且 6 是 完备 的 当 且 仅 当 G 可 解 . 

于 是 可 假定 G 非 可 解 , 并 且 因 为 9 是 局 部 完备 的 而 有 4 不 变 可 解 子 群 的 正规 
化 子 也 可 解 , 即 

(1) U e Mg(A) = Ng (U) € H(A). 

Burnside {p%g’} 定理 证 明了 |x(G)| > 3, 所 以 (K) > 2. 因此 , A K 是 可 解 
的 而 存在 7,ro € x(K) 使 
140,,(K) < O,(K). 


固定 下 面 的 记号 : 
Qa = QNCa, ae AF, Qa := WNCe, 17 BSA, 
L := Ng(Q) 和 Ko := On (K). 


假设 Q < O(G). 那么 由 11.2.4(c) 得 到 6,-(G) < L. 特别 地 , 1 # O-(K) < L. H G 
的 分 解 得 
O-(K) < (Vs [E =D. 
yEK JEG 
因此 D 是 G 的 在 Ho(4) 中 的 非 平凡 正规 子 群 . 那么 由 (1) 知 G 可 解 , 得 到 矛盾 . 
于 是 证 明了 
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(2) Q £ 0- (G). 
设 9* 是 @ 的 一 个 非 平 凡 4 不 变 子 群 . 那么 由 (1) 得 


Ne(Q*) € HelA) 
AA Q 是 交换 群 得 Q@ < No(Q*). 因此 11.2.4(c) A 

(3) Ne(Q*) < L 且 特 别 有 Ne(Q*) Æ q 闭 的 . 

现在 设 U 是 G 的 使 UnGQ 半 1 的 4 不 变 子 群 . 那么 由 (3) 证 得 Nu(QNU) < L 
HUNQ€eESyl, U. 于 是 有 

(4) 设 忌 是 使 ZnmQ 关 1 的 4 不 变 子 群 . BA UNQE Syl, U. 

设 B 是 #4 的 非 平凡 子 群 . 由 11.19, 因为 Ca < Ce MER Qee Syl, Cp. 
此 , Al Ce 是 可 解 的 且 Op 是 变换 群 而 有 

CB = Or (Ca)Nos (QB). 
于 是 (3) 蕴含 
(5) 对 所 有 的 1 关 B<A4 有 Ce = 0y(Ce)(Cen L). 
设 
B:={B< A||A/B| =p Ē Qs £1}. 
下 面 设 Be B. 下 一 步 证 明 

(6) T € Syl, Oy (Ca), BWA T £L. 

HUET < L. 根据 141 页 8.2.6, Ce 中 存在 包含 Qs 的 4 不 变 Hall r 子 群 . 并 
ACs 的 A 不 变 Halr THE Ca FIER, BIEL HN Oy(Ca) 是 Og (Ca) 的 Hall 
vr TE, 从 而 

Oy(Ca) = T(HN Og (Ca)). 
这 和 (5) 一 起 得 到 
G= (H B Oy (Ca) (Ca n L}. 
因为 Can L 正规 化 Qs, 所 以 得 到 
X := (Qp@4) < (Qp") < H. 


特别 有 X 是 Ca 的 AC 不 变 ” FH, 所 以 

对 所 有 的 Be BA Qs < 6,(G). 
但 现在 因 4 非 循环 而 由 146 页 8.3.4 得 Q@ < 6,.(G). 这 和 (2) 矛盾 , 从 而 证 明了 
(6). 
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(7) 设 BeB 且 V 是 Oy(Cs) if) A A Sylowr TH, 那么 [VQ] #1. 
假设 [V, Qs] = 1. 那么 (3) BEV < Cp nL 另 一 方面 , 再 次 由 141 页 8.2.6 
得 VNnCa 是 Or(Ca) 的 4 不 变 Sylow 7 子 群 . 这 和 (6) FA. 
现在 设 
Ka:= [| Ke: 

ES 
因为 对 me B* A Oy(Ce)Oy(Ca) < K A Qe < Ca, 所 以 得 到 
(8) Xİ a e B* 有 Oy(Cg)Og (Ca) < Kz. 
下 面 证 明 ; 
(9) On (K) < Ke. 
设 玉 是 Ow(Cs) 的 AQs A Sylow r FHA 


W :=[V,@Qa], X := On (4). 

由 (8) W 正规 化 X, 所 以 由 8.2.7 和 8.3.4 得 到 

(+) X = Cx(W)[X, W], Cx(W) = (Cx(W)N Cala € B*) 

(++) [X, W] = ([Cx(a), Wlla € B*). 
ae B*. 由 (5) Al (8) 得 到 

W < Oy(Ca) = Kp. 
于 是 也 有 
[Ca W] = Oy (Ca) = Kp; 


从 而 (++) HaT 
[X,W1< Kp. 


因此 由 (+) 和 (8) 知道 只 需 证 明 
设 
S :=Ca(W)NC,. 
那么 9 和 5SQas 是 AQB 不 变 的 , 所 以 由 (4) 得 5ne。e Syl, S. WR SNQ £1, 
那么 由 (3) 得 W LAN [W Qe] =1. 但 这 和 (7) FE. 因此 5 是 9 群 , 从 而 有 


= (5) (8) 
(5, Qa] © [S,Qp, Qa] < Oy (Ca) < Kp. 


ae Rue ASAF 


但 此 时 (SN X)[S, Qa] Æ K 的 Qs BETH, 从 而 在 Ke 中 . 由 此 得 到 SOx = 
Cx(W)NC, < Kp, 从 而 (9) 得 证 . 
注意 到 有 1# Ko =0,,(K) < Ow (KY). 因此 由 (9) 得 到 


Ko < Ks 从 而 Ko < O,,(Ke). 


由 此 得 到 (Ko?) Æ G 的 AQ PE ro TH. 
在 G 的 所 有 包含 Ko A Ko 的 共 辆 生成 的 AQ FE ro TEP, 选取 总 为 
RAW. 那么 Re 4 不 变 的 可 解 子 群 , 所 以 由 (1) 得 


M := Ng(R) € H(A). 


设 Qo := MNQ. AA 14 Qe <M, PUA (4) 得 Qo € Syl, M. 对 每 一 个 geG 
都 存在 x Ee ,ye Q 使 g= zy. AK, A Ko aK AQ 是 交换 群 得 到 


(Ko) = {K} = (Ko). 
特别 地 ， 
对 每 一 个 ge G 都 有 (Ko!) 是 ro 群 . 


H gEG W Ki := Kë < M. 那么 ,用 (M, Ki: Qo) 替换 Matsuyama 引 理 ( 见 123 
页 6.7.8) 中 的 (G,2,Y) 得 到 M 有 Sylow ro FR T, # Ki <T 且 


Ry = wela (Ay, Ti) 
被 Qo 正规 化 . 于 是 由 6.4.4 证 得 
Ry = N :=Oy(M). 


已 证 明了 welc(Ko,M) < N. 由 AQs 在 N 上 的 互 素 作用 得 到 有 A 不 变 的 Sylow 
ro FHT 
R<TON H(TON)?* =TON. 
R 的 极 大 选择 将 合 
R = welg(Ko,T N N) = welg(Ko,T). 
由 此 得 到 Ne(T) < Nc(R) = M, T € Syl,,G. 证 明了 


(10) 对 每 一 个 Be B, 存在 A 不 变 的 Te Syl, G fF Ko < T H welg(Ko,T) 
在 AQn 下 是 不 变 的 . 
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现在 导出 最 后 的 矛盾 , 设 BAT fe (10) 中 所 定义 , 并 且 同 上 面 有 
R := welg(Ko,T), M := Ne(R), 和 Qo := QNM E Syl M. 


BA1AR<O,,(M), 从 而 由 11.2.4 得 到 Q M. 因为 


C= I] QB, 
BEB 
所 以 存在 BL eB8 使 
Qi E QB, £ M. 


现在 用 B, 替代 B 运用 (10), 那么 G 中 存在 A 不 变 的 Sylow ro FH 1), 使 
Ry “一 wele(Ko, T1) 


是 AQ 不 变 的 . 根据 4A 在 G 和 JM 上 的 互 素 作用 , 存在 ce C4 使 Tr = 了 所 以 
R =RAQ° <M, HE Ee CANM 使 
CO at Oy. 
由 此 得 到 
Qi < Ca.(Bi) <Q 


从 而 Qi = Qi < M. 这 和 Bi eB 的 选择 矛盾 . 口 
下 面 证 明 3.2.9 的 另 一 个 适合 本 节 情 形 的 版 本 . 
11.2.6 #0 ÆG 上 是 局 部 完备 的 且 q Enr) 设 L,MEe Ho(A) 和 W e 
Ho(A,g), H U := O(Nae(W)). 假设 W < M, 


M = 0p (M)(LNn M) HU =0,(U)(UN M). 


那么 存在 c eCanM 
U = Oy (U)(U n L“). 


证 明 SPE M = Op(M)(LNM) # (cp) BA LOM 包含 M 的 一 个 4 不 变 
Sylow 4 子 群 . 因此 存在 ce Can M 使 


W <(LNM)* =L"° 0M E M=0,(M)(L" nM). 


(M,q,Oq(M), LN M,W) 404 (G, p, N, H, P). 
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那么 53 页 3.2.9 证 明了 
UNM =(UNO0y(M))\(U Nn (L" nm M)) 
从 而 
U = Oy (U)\(U N Og (MU nN (L= n MY). 


因为 第 3 个 因子 正规 化 第 2 个 , 所 以 第 2 个 因子 包含 在 O,(U) 中 . 于 是 得 到 结论 . 
口 
11.2.7 设 8 在 G 上 是 局 部 完备 的 , r(4) 人 3 Hq er( 角 .假设 存在 Me 
Mg(A) 满足 
(=) 对 每 一 个 W e Hald, go Wl, 都 存在 ce Ca 使 


ONe(W)) = Oy (0(Na(W)))(Ne(W) Nn M°). 
那么 8 在 G 上 是 完备 的 . 
证 明 BE Qo 是 Ogg: (M) 的 A TE Sylow g FER. AA q € r0) 所 以 存在 
1 关 WE Mo(A,q). 因此 (+) A ge w(tM), 从 而 因为 M 可 解 而 有 Quo 41. 
固定 下 面 的 记号 : 
Q := Z(Qo), L := No(Q)) 和 K := by (G). 


由 Frattini 论断 和 8.2.11 得 到 

(1) X} a € A* FF M =O,(M)(MOL) A MNC, = (Oy (M)NC.)(MNLNC,). 

现在 证 明 

(2) Mae A® A Cy = Og (Ca)(Ca nL). 

设 Wa 是 Oyg(Ca) 的 4 不 变 Sylow q FH. 如 果 Ws = 1, 那么 (2) 成 立 . 于 
ETBE W, 41. HU :=6(No(W,)). BAA 


Ca = Oy (Ca)(U N Ca) 


HH (*) 得 
对 某 个 ce Ca AU =Oy(U)\(UN M’). 


特别 有 W, < Oo(U) < M°. 运用 11.2.6 到 
M° © Op (MENMEN L$). 
那么 存在 ci © Can Me 使 
U = Op (UNUN L=). 
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因此 
C=Or(CtTneca) 2 Oy (Ca)(Og(U) N Ca)(U NL N Ca) 
=O (Ca) (Ca N L"). 
ec] € Ca 这 蕴含 了 (2). 
同 11.2.5 中 那样 , 设 
B={B< A||A/B| =p A Qs #1} 
且 选 取 BEB. 设 
Qa := Co(B) H Ke := (Op (Cala € B*), 

注意 到 Ks < K A Ks 是 AC, 不 变 的 . 因此 (2) A8 

(3) 对 所 有 的 ae BY 有 Ca =(CaNKe)(C,NL) E Can K = (CaN KeK N 
ina: 

因为 Crla)= KOC, A Ke 是 Cr(A) 不 变 的 , 从 11.2.1 得 到 


(4) } Be BA K= Kpg(K ^ L). 


因为 Qn 正规 化 Kp, 所 以 由 此 得 到 
QapK = QaKes(LNK)= KpQB(LNK)C KaQ(LNK)= Ka(LOK)Q = (4) 


从 而 


KQ 


QK = [| QsK € KQ. 


BEB 
由 此 得 到 
Go := KQ=QK 

是 G 的 AA p FR. 于 是 运用 11.2.5 到 Go 得 到 

(5) bc。 是 完备 的 且 8(G0) = Go. 

设 Gi := [Q,GolQ, A Q 是 交换 群 而 有 Gim (Q, K]Q. AA [Q, KNL] <Q, 
对 BeB 有 

[K,Q) = [Q, K] 2 IQ, (K ND KS) < IQ, KalQ. 

于 是 有 

(6) 对 所 有 的 Be BA G1 = [Q, Ksp]Q@. 

注意 到 CL(B) 正规 化 Ks 从 而 由 (6) 得 也 正规 化 Gi AA L= (CL(B)|B € 
B), 得 到 L < No(Gi). 另 一 方面 , G1 是 Go € Uo(A) 的 4 不 变 正规 子 群 . 所 以 


Gı € id) B (K, L} < Ne(Gi). 
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由 6 的 局 部 完备 性 得 
(K, L} € @(Ne(G1)), 
同 (2) 一 起 得 到 
E := (Cala € AË) < (K, L) € Hoe(A). 
因此 8 是 完备 的 . 口 
11.2.8 ”假设 9 在 G 上 是 局 部 完备 的 , r(4) > 3 A x(0) A {2,3}. 那么 0 在 
G 上 完备 . 
证 明 对 于 |r (0)| <1, 从 11.1.10 得 到 结论 . 因此 可 假定 存在 ge rlo) 使 
q25 H M4(A,q) # {1}. 
H Se H (Aq) A Q:= W(S), 其 中 , W(s) 是 在 9.4 节 中 定义 的 S 的 非 平凡 
特征 子 群 . 设 
M := 0(Ne(W(S))). 


如 果 能 够 证 明 
(+) 对 每 一 个 We M6(A,q), W 41 都 存在 ce Ca 使 
PNG (W)) = Oy (8(Ne(W)))(Ne(W) N M°). 


那么 从 11.2.7 得 到 0 的 完备 性 . 现在 证 明 (+), HW < H(A q) 是 反例 ， 
U := 6(Ne(W)) A T € Syl, U 使 74 =T. 
另外 , 选取 反例 W 使 |T| 是 极 大 的 . WA T1 HT e Ho(A,q). 因此 , 因为 9 是 


局 部 完备 的 而 有 
L:= O(No(W(T))) 


的 存在 . 取 S* e HMA g) 使 Tg 5*. 从 9.4.6 得 到 

(1) U =Oy(U)\(U NL). 

首先 假定 T = S*. 根据 传递 定理 , FE ce Ca 使 SC =T. 因此 Me = LA 
9.4.1), 从 而 由 (1) SW 不 是 反例 . 

MERET < S*, 那么 


T < Ng-(W(T)) < M. 


用 WI(T) 替换 W, 由 了 的 极 大 性 选择 得 性 质 (+), 所 以 
对 某 个 GEC 有 L= Oy (L)(L NM”). 
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因此 11.2.6( 用 (L, M°) 取代 (M, L)) ae 
U = Og(L)(LAM"), c € Ca, 


从 而 W 不 是 反例 . 这 个 最 后 的 矛盾 证 明了 (+). 口 
完备 定理 的 一 个 重要 的 特殊 情形 , 即 Goldschmidt HE) 是 11.2.8 的 结论 . 
11.2.9 设 p=2 且 8 是 G 上 使 r(A) > 3 的 可 解 4 信号 函 子 . 那么 9 在 GG 

上 完备 . 

证 了 明 ” 设 (G, A,9) ÆW |G| + | 外 | 极 小 的 反例 . 
假定 N 是 G 的 包含 在 HA) 中 的 非 平凡 正规 子 群 . 那么 6, 同 11.1.3 中 定义 

的 那样 , 是 豆 := G/N 上 的 可 解 4 ASAT, 从 而 由 |G| + irh] 的 极 小 性 得 到 6 

是 完备 的 . 但 现在 由 11.1.4 得 6 也 是 完备 的 , 得 到 矛盾 . 
因此 , G 没有 包 售 在 Hala) 中 的 非 平 凡 正规 子 群 . 特别 对 1 关 U € HA) 有 

NalU) < G. 于 是 再 次 由 |G| + |r( 人 | 的 极 外 性 得 0 在 G 上 是 局 部 完备 的 . 从 而 由 

11.2.8 证 明了 8 也 是 完备 的 , TE. o 
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同 前 面 那样 ,4 是 作用 在 群 G 上 的 非 循 环 初等 交换 p 群 . 符号 的 选择 同 11.1 
A 11.2 节 中 一 样 ， 

将 需要 下 面 的 评注 ， 

11.3.1 设 G EWM p 群 且 ge 7w(G). 假设 U 是 G 的 使 对 4 的 每 一 个 极 
KT# B 都 有 [DCe(B)] Bd BH g THR. RA U < O,(C). 

证 明 ”可 假定 OY (G) = 1 HEH U = 1. HQ := Os(G). 那么 


Q ‘2 (Co(B)|B < A, |A/B]| = p), 
叉 因 为 [U,Co(B)] < Q 所 以 (Q,U] =1. 由 此 得 到 
6.4.3 — 
U<CalQ) < Q, 


从 而 U = 1， 国 
11.3.2 Glauberman 完备 定理 #0 EG 上 的 可 解 4 信和 号 函 子 .假设 
r(A) 23, 那么 8 完备 . 


证 明 ”对 |G| + |m(9)| 用 归纳 法 证 明 . 设 (G, A,9) 是 使 |G| 十 |w( 四 | RDN © 


t. 如 同 11.2.9 中 的 证 明 
(1) 8 是 局 部 完备 的 . 
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于 是 11.2.8 48 

(2) 7(0) = {2, 3}. 

下 面 设 ¢ 和 r 是 w(9) 中 的 两 个 素数 , WA 

x(0) = {q,r} = {2, 3}. 

设 

M := H(A), M* = H5(A), H, := Mo(A,s), H$ := H(A, 8) (s € x(0)). 
TEREM 11.1.8 给 出 

N Ses AM Re Mt A Us = ses BMS = RO, 

这 些 结论 将 经 常用 到 的 . 

首先 证 明 

(3) RS eH), 那么 5 包含 在 H* 的 唯一 的 一 个 元 素 中 . 

证 明 ”因为 qe 7(9) 显然 有 S1 设 

Ss MM, Mo, Mr, ME MH, 
证 明 Mi = Mo. 对 i = 1,2, Mi 中 存在 A 不 变 的 Sylow r 子 群 Ri, 使 Mi = SRi. 
BR < R c Ut Ace Ca tE Ro = R M1119 BB CanR, € Syl,C, A 
Cans € Syl,Ca, 所 以 Ca =(RiNCa)(SNC,). 因此 可 选取 ce SNCs. 由 此 得 到 
R,°S = (RS) = (SR) = SR1°. 
于 是 
M* := S(R,°, Ra) 
是 4 AATF HA (R15, Ro) < Ro, 特别 有 (Rio, Ro) e H. 由 pad 定理 证 得 M* 可 
E. 因此 由 11.1.2 得 M*e WH. AA 
ce S < Mz < MY, 
Mi 和 M 的 极 大 性 蕴含 了 
M: = M* = M,° = Mı. 


口 
4) 设 SeH* 且 Sg MEI， 那么 5 包含 使 下 面 成 立 的 4 不 变 子 群 
Q #1: 
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(4a) 0(Ne(Q))(KF q) 不 是 Thompson 可 分 解 的 . 
(4b) 8(NG(Q)) n Ca £ M 且 特 别 有 Ca £M. 
证 明 ”首先 注意 到 11.2.7 和 SC = MS 证 明了 5 包含 一 个 ARETHA 
使 
U := (Ne(Q)) FOg(U) (UNM). 


另外 , 还 选取 Q 使 |U nN Ml, RK. wT BUM 的 4 A Sylow q TE. 在 M 
PREHJE, 可 假定 T< 5. (3) BT < S 从 而 


T < Ns(T) < Ne(J(T)). 
QO WARAS 
U; := 8(Ne(J(T))) = Or(U (010M). 
另 一 方面 , Q <T 从 而 2(2(S)) < A(Z(T)) < I(T), 所 以 再 次 由 (3) 得 到 
Og (Ui) < O(Cae(Q(Z(T)))) < @(Ce(Q(2Z(S)))) < M. 
因此 得 到 U <M. 已 证 明了 
(*) E := (0(Cg(Q(Z(T)))), 0(Ne(J(T)))) < M. 


特别 地 , 8(Na(T)) <M. 从 而 
T € Syl, U. 


如 果 U 是 Thompson 可 分 解 的 , 那么 有 
U = Oy (U)Nu(J(T))Cu(Q(4(T))) = Og (U)(U 7 M), 

这 和 U 的 选择 矛盾 . 因此 U 其 有 性 质 (4a). 于 是 由 188 页 9.3.10(a) 和 (cp) 有 
U = Op (UE NU, Cy(A)) È Oy (UNM NU, Cy(A)). 


由 此 得 到 Cu(A) = Ca nU g M, 这 就 是 (4b). 口 
(5) Ca 中 存在 9 BPA 8 阶 的 初等 交换 子 群 . 
证 明 设 U:= UNG(Q@)) A (4) 中 那样 . 运用 9.3.10(b) 到 U/O,(U) 上 . 由 
(cp), FEF RW < D< Cy, 使 
W =Œ Ca x Cy H D/Cp(W) = SLo(q). 


设 g = 3. 那么 W 具有 所 要 求 的 性 质 , 并 且 因为 D/Co(W) = SL2(3) 包含 一 个 6 
阶 元 素 所 以 C4/Ox(Ca) 中 存在 6 阶 元 素 (ML 8.6.10 且 注 意 Oz (SL2(3)) = 1). 
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MER q= 2 H Ca := Ca/Ox(Ca). 那么 D\Cp(W) 中 的 每 一 个 3 元 素 d 无 
不 动 点 地 作用 在 W 上 . 因此 Ca 满足 8.5.6 的 假设 条 件 , 从 而 Ca 也 包含 8 阶 的 初 
等 交换 子 群 . 口 
下 面 B 记 作 4 的 所 有 极 大 子 群 B 的 集合 四 , 且 B 总 是 表示 局 中 的 元 素 . 对 
q E n), 设 
K := 8y (G), 
Ky(B) := (Oy (Co)la € B*), Be B, 
K,(B) := N, O(Ca), BEB, 


Ks := (K, (B)|B € B). 
这 4 个 子 群 都 是 C4 不 变 的 , 所 以 它们 都 在 K 中 . 另外 还 有 
对 所 有 的 B,B, e BÑ ace (BN Bi)#, 有 K(Bi) < Oy (Ca) < Kv(B). 
特别 地 ， 
对 所 有 的 Be B, 有 K,(B) < Ke < Ky(B). 


(6) (6a) Ks NH < Oy (H), YH € H. 
(6b) 如 果 He H WAAR ac A* A HNC: < Oyl(Ca) WA H < Kg. 
(6c) MR F < Ca 是 非 循环 的 交换 g TH, 那么 


Ks = (Oy (0(Ca(f)))If € F”). 


特别 有 O(Ca(F)) < No(Kz). 

证 明 (a) 注意 到 Ky(B)NH Æ H H ANC, 不 变 9 FH. 对 每 一 个 BeB, 
因为 Ks NH < Ky(B) 0H, 所 以 得 到 [Ks nH, HN Ce) Æ g 子 群 , 因此 从 11.3.1 
得 到 (a). 

(b) 有 

HO Ce =Cx(B) = [| (HNC) < Kn(B), 
aca 
PREAH = (HC 5|B €B) < Kp. 

(c) 设 fe F#. 那么 (f) 是 4 不 变 的 从 而 (fF) e M. 设 Cy := O(Co(f)). 因为 

Ks 是 Ca PERN g TH, 所 以 


Ks = (KgN Of € F*) È (Ou (On)|f € F*). 


D 这 和 前 面 章节 中 的 记号 是 不 同 的 . 
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反之 , Mac A# 由 8.2.12 得 到 
CaM Og (Cz) < Oy (Co, (f)) < OF (Ca): 
mAs ST (c). 口 
(7) 对 所 有 的 ge "(90) 有 Ks =1. 
证 明 ”假设 Kp #1 且 设 
N := 6(Ne(Ks)). 
那么 Ca <N, 从 而 (3) 和 (4b) AF 
O 对 所 有 的 Se Ms 有 5S 关 N. 
由 (5), FE E < Ca (< N) 使 
en Oe q= 4, 
Cox Co x Ce g=2. 
设 口 是 N 的 使 Eg<Q<N 的 AA Sylow g TR. 
首先 证 明 论断 
(") Hy 中 的 每 一 个 8 TE g 子 群 都 包含 在 Ks 中 
不 成 立 , 
为 了 证 明 这 个 论断 ， 设 Q, 是 (NetQ)) 中 的 A 不 变 Sylow g FH. BA 
Ko := (ESncsy EQ 不 变 的 . 另 一 方面 ， 


Kp < Ky(B) < K H QiNCp < Cs < O(Ne(Ky(B))), 


所 以 Ko SEM PH ATE g TH. 
现在 假定 (") 成 立 . 那么 Ko = Ks 从 而 Qi1n Cs <N. 由 此 得 到 


Qı = (Qı N Cep|B € B) $ N, 


从 而 因 Q <Q 而 有 Q = Qi. 这 证 明了 Qe np 这 和 () FA. 
只 要 证 明 (") 就 导出 了 矛盾 . RU ALE Hw 中 的 Q 不 变 子 群 . 首先 假定 
q= 2, 则 |E|= 8. 那么 


| 6c) 
y ® (Ou(F)F < B,\FI=4) < N, 


从 而 因为 QE Syl,N MA U < Oz(N)( 见 103 页 6.4.4). 
B F< Et ]JF| = 4 那么 


Cul F) < Og(N)N6(Ne(F)) < Og (0(Ca(F))), 
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于 是 8.2.12 MONA fe F# 有 
Cu(F) < Oy (6(Ca(F))) < Oy(0(Co(f))) È Ke. 


由 此 得 到 
U = (Cy(F)|F < E,|F| = 4) < Kg, 
这 时 如 果 g = 2 那么 (") 成 立 . 
现在 假定 g = 3, WA IE| = 9 且 对 每 一 个 ae AFAR E<SCa< Cy. HSE 
Co, (E)H A 不 变 Sylow g FH. 那么 E < 2(50) 从 而 有 
(z) Z(So) € Syl, Co, (So), 
WF A (6c) MAT So < N. 因此 存在 de Ca Œ So < Qt 从 而 


ws aNg =(C,NQ)*. 


q # T :=(UNC,)* <C, g # Sy 正规 化 . 设 


Ca ‘= Ca/Og (Ca) E X := 0,(C,). 
FER oT 作用 在 q HX 上 ;从 而 有 
Cy(So) (cp) Cx (So) pi Z(So) nX 且 [#(Sp) 门 X, T] = XT <=1. 


于 是 155 页 8.5.3 表明 了 XT) = 1. 由 此 得 到 工 < Oy (Ca) AMAN dec, 
UNC, < Oy (Ca). 于 是 (6b)(4 H =U) MST y, 口 
(8) HM € H* 使 Ca < M. 那么 对 某 个 素数 ge r(g) 有 F(M) = O,(M). 

证 明 OM 是 反例 , 则 由 (2) 得 O2(M) 4140,(M). 并 且 设 E< Cs 是 和 
(5) 中 一 样 的 初等 交换 9 子 群 , 则 r(E) > 2. BWA Coc (E) #1, HH ee EF 使 
Og(M)6(Cg(e)) 41. 由 此 得 到 

Com) le) #1 # Cosan le). | 
因此 由 11.2.2 得 M 是 H* 中 唯一 包含 Cornyn (ec) 的 子 群 . 特别 有 8(Ce(e)) < M. 
这 证 明了 
Ov(M)N8(Ce(e)) < Oy (6(Ca(e))) < Ks © 1, 
得 到 矛盾 . 口 
现在 导出 最 终 矛 盾 , 从 而 说 明 (G, 4,0) 不 是 反例 . 设 9 e Mj, WFE BEB 
使 
Z := Z(S)NCp #1. 
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另 一 方面 , 由 (7) 得 当 g = 3 时 有 Ks = 1. 因此 存在 be B# 使 
ZB £ Oy (Cb) = Oa(Ce). 


# Me MU" C.<M. 那么 也 有 Ca < M, 从 而 11.1.9 BA SOM E SylsM. FF 
别 有 


O2(M) < 5 H [02(M), Za] = 1. 
但 是 因为 O2(M) NC, < O2(C) 而 有 Ze £ O2(M), 所 以 (8) 和 6.4.4 给 出 
F(M) = 03(M) H [03(M), Ze] #1. 
因为 03(M) = (Cz nOs(M)IB € B), 所 以 存在 了 eB 使 
OstM)NCs £ Ca(Zs). 


因此 
(+) [Cp Ze] 不 是 2 群 . 
对 TE Hs 由 相同 的 论证 得 到 存在 子 群 D,DeB 使 2(T)nCp 关 1 且 
(++) (Cz, Z(T) Nn Cp] 不 是 3 FH. 

现在 用 r(A) > 3. BA BOD 41, MUFE 1 AWE BOD. & 


Cy SH en". 
根据 (8) 有 F(H) = O2(H) 或 F(A) = O3(H), 由 11.1.9(a) 证 得 
SoH €Sy,H H TNH e SylsH. 
假定 F(H)= O2(H). WA O2(H) < S, 从 而 
, 6.4.4 ; 
Zp <Cy(O2(H)) < OH). 


因此 由 Cs <H @ (Cz. Ze] 是 2 群 . 这 和 (+) FE. 
如 果 F(H) = O3(H), 那么 用 了 代替 5 由 类 似 的 论证 得 [Cj,2(T)n Cp] 不 是 
3 群 . 这 和 (+ 十 ) 矛盾 . 口 
第 12 章 将 用 到 完备 定理 . 这 里 给 出 一 个 初步 结论 . 
11.3.3 W A 是 使 r(A) 2 3 HERE p 群 G 上 的 初等 交换 p 群 . 假设 


对 所 有 的 ae A# 都 有 Cola) THR. 
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et 
BA G 可 解 . 

证 明 ÆN 
4(Ce(a)) := Cola), a € A#. 
由 11.1.1 得 9 是 G 上 的 可 解 4 信号 函 子 , 由 上 面 的 Glauberman 完备 定理 得 这 个 
信和 号 函 子 是 完备 的 . 于 是 8.3.4 蕴含 G 是 Hef4) 的 极 大 元 素 . 特别 地 , G 可 解 . 
口 


第 12 章 N 群 


本 章 将 展示 如 何 运 用 前 面 章节 中 所 建立 的 方法 和 结果 . 目标 是 研究 N 群 的 结 
构 . 这 里 N 群 是 满足 下 面 的 群 G: 

NG 是 偶数 阶 的 且 G 的 每 一 个 2 局 部 子 群 都 是 可 解 的 . 

这 个 定义 和 文献 中 用 到 的 稍微 有 点 区 别 , 文献 中 的 N 群 G 不 仅 对 2 而 且 对 
rfG) 中 的 每 一 个 素数 p 都 满足 N, 即 G 的 每 一 个 局 部 子 群 都 可 解 . 所 有 满足 这 个 
强 一 些 的 条 件 的 非 可 解 群 已 经 被 Thompson!) 分 类 . 后 来 Gorenstein 和 Lyon", 
Jankofral 和 Smithlsal 将 他 的 结果 推广 到 满足 条 件 N 的 群 上 . 在 20 世纪 70 ER, 
Thompson 的 证 明成 为 有 限 单 群 分 类 的 样本 . 

关于 N 群 的 完全 解决 已 超出 本 书 的 范围 . 因此 本 章 假 定 有 下 面 的 附加 假设 : 

Z WS e€SylLG A Ce(N(Z(S))) < Nels). 

WE Z RN 的 群 称 作 ZN 群 . 
性 质 Z MB Celt Zis) 从 而 Ne((Z(S))) 也 是 2 闭 的 . 因此 2 等 价 于 


对 Se Syl,G, 有 No(N(2(5))) < Nels). 


例如 , Sylow 2 子 群 的 正规 化 子 是 极 大 子 群 的 单 N 群 具有 这 种 性 质 . 

对 很 多 分 类 问题 来 说 , ZN 群 的 这 种 研究 方式 都 是 很 典型 的 . 

© 化 简 到 局 部 特征 为 2 的 群 上 . 

. 决定 2 局 部 结构 . 

. 通过 它们 的 2 局 部 结构 来 确定 相应 的 群 . 

对 ZN 群 实行 前 两 步 . 对 于 群 的 确定 参照 相应 的 文献 . 

在 本 章 , G 的 强 2 RATH (定义 见 198 页 ) 将 被 称 作 在 G 中 是 强风 入 的 
(strongly embedded). 

群 G 具有 局 部 特征 2, 如 果 G 的 阶 是 偶数 且 

C 对 GG 的 所 有 2 局 部 子 群 有 CL(Os(L)) < O2(L). 

换 句 话 , 如 果 一 个 偶数 阶 群 的 每 一 个 2 局 部 子 群 具 有 特征 2, 那么 这 个 群 具有 
局 部 特征 2. 进一步 注意 , 因为 对 某 个 非 平凡 2 局 部 子 群 8 < OL) 有 工 = Ne(Q) 
且 

Cg(O2(L)) < Ce(Q) < L, 
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所 以 条 件 Cy (Oo(L)) < OAL) 草 含 表面 上 更 强 的 条 件 
Ce(O2(L)) < O2(L). 


如 果 G 是 偶数 阶 的 N 群 , 那么 由 6.4.4(a) 得 2 等 价 于 
对 G 的 所 有 2 局 部 子 群 L, 有 Ow(L) = 1. 

本 章 证 明 

定理 1 W G 是 使 O02(G) = 1 = 0.(G) 的 ZN FHA S € Syl, G 和 
Z:=0(2Z(S)). 那么 对 

H :=0°7(G) M R:= SNH, 

下 面 结论 之 一 成 立 ; 

(a) E ARRAN TH. 

(b) R 是 二 面体 或 半 二 面体 群 . 

(c) ZNR=C, 且 ZNRKF H €R PBA. 

(d) N(R) = Z = Cz x Cr. 

在 定理 1 的 所 有 4 种 情形 中 , 如 下 定理 使 得 能 够 确定 与 每 种 情况 相对 应 的 群 : 

s Bender 关于 具有 强 嵌 入 子 群 的 群 的 定理 . 

e Gorenstein-Walter 关于 具有 二 面体 Sylow 2 子 群 的 群 的 定理 . 

e Alperin-Brauer-Gorenstein 关于 具有 半 二 面体 Sylow 2 子 群 的 群 的 定理 . 

e Glauberman Z* 定理 (情形 ‘c)) 

e Goldschmidt 关于 具有 强 闭 交换 2 子 群 的 群 的 定理 (情形 (d)). 

因为 它们 不 仅 可 以 用 于 特殊 情形 下 有 用 而 且 对 整体 的 单 群 分 类 定理 是 至 关 重 
要 的 , 所 以 在 附录 中 陈述 这 些 结果 . 

定理 1 的 证 明 的 第 一 步 ( 见 12.1 节 ) 刻画 了 不 是 局 部 特征 为 2 的 群 . 可 以 在 
以 下 稍 弱 一 点 的 假设 下 完成 证 明 : 

C_G 是 偶数 阶 的 且 对 每 一 个 对 合 tEG MA Colt) TR. 
这 是 能 够 做 到 的 . 

同时 满足 3 Alc 的 群 叫 做 ZC 群 。 运 用 Glauberman 完备 定理 在 12.1 节 中 
证 明 

定理 2 RG EIE O(G) =1= 0G) 的 zc 群 . 那么 或 者 定理 1 的 情形 
(a), (c) 和 (d) 之 一 成 立 , 或 者 O72(G)O(Z(S)) 的 局 部 特征 为 2. 

定理 1 的 证 明 的 第 2 部 分 ( 见 12.2 节 和 12.3 节 ) 研究 了 局 部 特征 为 2 的 群 的 
2 局 部 结构 . 在 主要 运用 第 9 章 和 第 10 章 的 定理 对 2 局 部 结构 进行 长 篇 的 分 析 后 ， 
以 下 面 的 令 人 惊奇 的 初等 结构 结束 ， 
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定理 3 WG Ef 0.(G)=1 且 局 部 特征 为 2 ZN 群 . 那么 或 者 上 G 有 强 
AFH, 或 者 O2(G) 有 两 个 极 大 2 局 部 子 群 M 和 Ma 使 

(+) Mi = Sa S M: A MN Mo E Syl, Mj, i = 1,2. 

应 该 指出 的 是 在 定理 2 中 出 现 的 强 嵌 信子 群 同 定理 3 PRR. RRA T 
群 在 分 类 问题 中 的 影响 来 说 这 是 典型 的 , 且 展 示 了 Bender 定理 的 极端 重要 性 . 强 
嵌入 子 群 在 定理 2 中 同 奇 阶 非 平凡 子 群 的 正规 化 子 一 样 出 现 , 在 定理 3 中 同 非 平 
凡 2 子 群 的 正规 化 子 一 样 出 现 . 

最 后 一 个 初等 论证 证 明了 定理 3 的 (+) Re RE 1 的 情形 (b), 这 结束 了 定理 
1 的 证 明 . 
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本 节 研 究 非 平凡 信和 号 函 子 的 存在 性 和 强 嵌 入 子 群 的 存在 性 之 间 的 关系 . 
在 转 入 定理 2 的 证 明之 前 , 需要 两 个 独立 的 引 理 . 
12.1.1 转 称 定 理 ” 设 G 是 一 个 群 且 Se SylsG. 假设 存在 5 的 极 大 子 群 U 
ANS te St nU=aea. 那么 t 不 包含 在 O2(G) 中 ， 
证 明 OH G 由 右 乘 作用 在 陪 集 Ug,g eG HRA DLE. 设 n:=|n|=|G:U| 
H p ÆA G 到 S, 中 描述 G 在 Q 上 这 个 作用 的 同 态 . 那么 
n=2\G: S| H|G: S| EHH. 
对 Ug € n # 
(Ug)t = Ug & gtg ' €U. 


BRUNS = o 2284 S,, HHE t 在 11…… n) ERA TA A, ME t 是 m/2 
个 对 换 的 乘积 . 因为 n/2 = |G : S| 是 奇数 , 所 以 to 不 在 A, 中 从 而 不 在 N := Ag 
中 . 还 有 |S,,/An| = 2 B® |IG/N| = 2, 所 以 O2(G) < N Mig t g 07(G). 口 

12.1.2 设 G EWE CHR. 假设 对 G 中 的 每 一 个 对 合 t 有 Ox (Ce(t)) =1. 
那么 G 的 局 部 特征 为 2. 

证 明 ”通过 导出 矛盾 的 方法 来 证 明 , 可 假定 中 G 存在 2 局 部 子 群 工 使 


CrfOa( 工 )) £ O2(L). 
那么 111 页 6.5.8 44 
F*(G) # Oa(L). 


设 t 是 2(O2(L)) 中 的 对 合 , WE F (L) < Ce 的 :由 假设 得 Celt) 可 解 . 于 是 
F*(L) = F(L) 从 而 
Ox (L) #1. 
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运用 8.2.13, 用 
(2, L, Co(t), Ox (t)) BAR (p, Ne(P), L, U) 
得 到 1 # Or (L) < Ow(Ca(t)), 这 是 一 个 矛盾 . 口 
现在 开始 证 明定 理 2, 考虑 下 面 的 情形 : 
G 是 ZC 群 且 使 O(G) = 1 = O2(G), 
S H:=07(G), 
Ss € SylG, Z:=2(2(S)) HT := SH € SyhH. 
设 BG) 是 G 的 包含 8 阶 初 等 交换 子 群 的 极 大 中 交换 2 子 群 的 集合 . 注意 
11.1.1 对 BeB8 有 
üp :ar Oy (Cala)), a e 2(B)* 
是 G 上 的 可 解 Q(B) 信号 函 子 .Glauberman 完备 定理 ( 见 11.3.2) 表明 Op 是 完 
备 的 . 把 Hgs (Q(B)) 中 的 极 大 元 素 记 作 9s(G)， 从 信号 沙子 的 定义 显然 得 到 对 
R:=63(G) 有 
Cr(a) = Ow (Ce(a)), HF ae B#, 
Cr(Bo) = Ox (Ce(Bo)), 对 于 1#¥ Bo < B, 
R = (Oz (Cola))la € BY). 
对 每 一 个 goEG 有 Re = ps(G), 特别 有 Nc(B) < Ne(R). 
12.1.3 ”假设 5 成 立 . WReEBG)HREGH BAS 2 +R. MA 


Rsbs(G). 


WERA 从 11.3.3 得 到 R 是 可 解 的 . 因此 根据 gs(G) 的 定义 , 只 要 证 明 
对 每 一 个 be BY, 有 Crib) < Ov (Ca(b)). 
设 be BY AX :=Cpr(b). RSM BE 
(1) B < Cab) NS e Syl,Ce(d). 
因为 Be BIG) 所 以 有 
(2) Z < Cs(B) = B. 
这 证 明了 R = R, 所 以 
(3) X $24 Cx(2)[X, Z] 


[X, Z| < RNOz2(Ca(b)) < Ov (Co (b). 


D 关于 包 售 关系 
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于 是 只 剩 下 证 Q := Cx(Z) < Oo2(Co(b)). 性 质 2 Ha SP = 5S. AA Q we BA 
变 的 由 此 得 到 QB =Q x B. TEH P xQ 引 理 和 (2) 证 明了 


[5,Q] =1. 


特别 有 [Q,5nca(b)] = 1. 因此 由 6.4.4(b) 得 到 Q < Oz (Ce(b)), 从 而 完成 了 证 明 . 
口 
12.1.4 MRS RL. 设 机 BeBG) 使 四 也 三 3. BA O4(G) = On(G). 特 
别 地 , 对 B(G) 中 所 有 使 B53 的 B 有 NolS) s< Neltela)). 
证 明 设 R:= 8p(G) H M :=Ne(R). 那么 


B<S0M =: So, 


从 而 对 rz E Ne(So) 也 有 B < Sp < No(R*). FRA 12138 R= FR? Ace 
MANS =S. 因此 Ns(50) = So, 从 而 5= So < M. 特别 A < M, 再 次 由 12.1.3 得 


R=6,(G) < 64(G). 


互 换 4 和 BHAE, 由 对 称 的 论证 得 到 64(G) < Oela) 从 而 @4(G) = 98(G). 

因为 NelS) 作用 在 B(S) 上 , 也 得 到 

对 ge Ne(S) 有 Ops(G) = 0p(G) = Op(G). 口 

12.1.5 ”假设 S 成 立 . 那么 下 面 之 一 成 立 : 

(a) TZ 的 每 一 个 对 合 都 包含 在 B(G) 的 一 个 元 素 中 . 

(b) Z= C: HH 的 所 有 对 合 都 是 Z 中 对 合 的 H AH. 

(c) A(T) = Z = Cy x Cd. 

(d) ZnT% A ZnT RFH ÆT PRA. 

WA NS) 是 5 中 所 有 非 平凡 初等 交换 正规 子 群 的 集合 . BUA Xe 
N(S) 使 r(X) 23. BAA 8 的 每 一 个 对 合 t 二 次 作用 在 X 上 ( 见 171 页 例 (b) 
和 9.1.1(b)) 而 有 

r(Cx (t)) 2 2. 


因此 CxO > 8, 从 而 Cx(t)(t)} 包含 在 BG) 的 一 个 元 素 中 . 这 就 得 到 (a). 于 
是 可 假设 

(1) 对 所 有 的 X e N(S) FA r(X) <2. 

假设 对 所 有 的 X e N(S) @ r(X)=1. 那么 5.3.9 证 明了 5 包含 一 个 循环 的 
BATH. 因此 T 也 包含 循环 的 极 大 子 群 U. 并 且 因为 r(2) = 1 所 以 者 U 关 1 则 
Z<U. 于 是 把 Thompson 转移 引 理 ( 见 12.1.1) 应 用 到 AAT 上 得 到 (b). 于 是 
可 假定 
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(2) 存在 WeN(5) EV & C2 x Cy. 

设 So := Cs(V). WA So 是 3 中 指数 最 多 为 2 的 子 群 . 假设 V < (So). 那么 
So 中 的 每 一 个 对 合 均 包含 在 B(G) 的 一 个 元 素 B 中 . 如 果 V= 2, 那么 8S= 85 从 
而 得 到 (a). 在 另外 的 情形 ， 


V #2, |Z| =|$/S0| = 2 


从 而 因 了 正规 于 S 而 有 2 <7. 于 是 由 12.1.1 EA T\S 中 的 每 一 个 对 合 都 和 S 
中 的 一 个 对 合共 轿 . 从 而 (a) 再 次 成 立 . 因此 可 假设 

(3) V = (50), 特别 有 Z <V. 

假设 存在 B = B(G) B <S. BAH (2) 和 (3) #8] BLS AV < BNS. 
但 现在 有 B < Cs(V) = So, 得 到 矛盾 . 已 经 证 明了 

(4) B(G) = Ø. 

Bi z gC, AUA Z=V, 从 而 So = 5. HW A= ZT. WR LT, 那么 
(3) B® (c). 在 另外 的 情形 Zo = Q(T) = Co, 从 而 (d) 成 立 . 因为 Z 41, 现在 可 
假定 

(5) Z2=Q, AZ<T. 

特别 地 , 有 2 <V 从 而 

|S : Sol = 2. 


从 现在 起 假定 (d) 不 成 立 . 那么 存在 ge H ZA Z9< S. 
W := 223 (= C3 x Ca), M:= Nol W Al D:= S089. 
由 假设 2 得 到 
Ca(W) = Ne(3)nNe(59) H Cs(W) = D. 

进而 由 (4) 得 

(6) W = Q(D). 

Al D4 S, 所 以 万 < Ns(W) Al D< Nso(W). 因此 M/Co(W) 非 2 闭 . 由 此 
得 到 

M/Cu(W) = S H (SO M)/D = Co. 

特别 地 , W 中 的 所 有 对 合 在 OM) FHH. 

首先 假设 5 < M. MADE 3 的 极 大 子 群 , 由 12.1.1 得 了 的 每 一 个 对 人 台 在 
H PA DOT H—-PMASH. 但 由 (6) MAMMA WOT 中 从 而 是 2 中 对 
侣 的 O02(M) I. 因 O2(M) < H RRA (b). 

现在 假设 5 £M. 那么 存在 ze Ns(SNM) WwW AW. FE (S0M):D|= 
2, (6) A 
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SOM =W?D=WD* BE D=W(DND*). 


由 此 得 到 
6(D) = (Dn D*). 


假定 B(G) 关 1. B4Wno(D) 41 HAA D=0,.(M) iA Wn AD) 是 

M 不 变 的 . 由 M 在 We 上 的 传递 作用 得 到 
W < @(D) = ADN D") < D*, 

这 和 QAD) =W AW FA. 

已 经 证 明了 1D) = 1, 从 而 D=W. 另 一 方面 , AA V/Z =2 0V aG 而 有 

VW) s Zs W. 
因此 
V<SNOM=WwH". 


因为 ww 是 8 阶 非 交换 群 , 所 以 WW* 是 8 阶 二 面体 群 , W AW 是 其 中 仅 有 
的 两 个 4 阶 初等 交换 子 群 的 . 由 此 得 到 V = Ww 或 下 = Ww. 因为 z 在 5 中 所 以 两 


种 情形 均 有 V =W = WwW, 得 到 矛盾 . 口 
12.1.6 it S H 12.1.5 中 的 情形 (a) 和 (b) 之 一 成 立 . 那么 H ARRAT 
群 或 HZ 具有 局 部 特征 2. 


证 明 ”可 假设 HZ 不 具有 特征 2. 那么 由 12.1.2, FEMA t e HZ 使 

Ox (Cuz (t)) #1, 所 以 也 有 
Oz (Ce(t)) # 1. 

首先 假设 12.1.5 的 情形 (b) 成 立 . 那么 + 和 2 的 对 合 z HH, 从 而 因 2Z 成 立 

且 |2|=2 而 有 Cele) = Nels). 由 此 得 到 
R := Ox (Ne(S)) = O2(Ce(z)) # 1. 

设 M := Ny (R). BAA Ow(G) = 1% M 4H. 将 证 明 M Æ H PSA. 

假定 存在 ge H\M 使 MN Ms 具有 个 数 阶 . 那么 MOM BA—-THNA v, 
在 M PRN soa, 可 假定 

ve sns’, 
因为 [RS] = 1, 得 到 
LR, v] E- 1 = [A v], 

所 以 (R, R°) < Calu). AA R = Ow(Co(z)) 且 (2°, Z) < Ce(v), 能 够 运用 144 页 
8.2.13 到 Co(v) 上 , 从 而 得 到 
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对 某 个 yeG 有 (R, RY < Ox (Colv)) È Oy(Ne(S*)) = RY. 

因此 R= Re 从 而 ge M. 这 个 矛盾 证 明了 M Æ H PARA. 

现在 假设 12.1.5 的 情形 (a) RE. 那么 存在 B e B(G) fF te B. AA Colt) 
可 解 , 得 到 

(1) 1 # Oz (Ca(t)) < Gp(G). 

现在 设 

R := 62(G) H M := Ne(R), 

证 明 MH EH 'PRRA. 

同上 面 , Oo (G) = 1 表明 MOH SA H. 根据 12.1.4, ERSEK E, 可 假定 

(2) B < S<Nco(S) < M. 

Hg e G\M. 如 果 存 在 Ac B(G) {E A< MOMS, 那么 再 次 由 12.1.3 和 12.1.4 
得 到 R= Re 从 而 ge M. FRA 

(3) 对 所 有 的 Ac B(G) A g e G\M 有 4 关 MDnMo. 特别 地 ，MDnMs 不 包 
& G MY Sylow 2 FR. 

下 面 证 明 : 

(4) 对 所 有 的 ge G\M 有 2 MN Ms,， 

假定 (4) 不 成 立 . 那么 存在 ge G\M 使 


25 Mn M* =: D. 


由 (2), S € Syl, M, 所 以 
WHET he M9 AZ < so. 
特别 有 [2Z, Z+] = 1, 从 而 由 Z 和 (2) 得 到 ZFZo < DA ZA 29, 因为 也 有 
gh € G\M, 所 以 可 假定 
Z% g 589 < D. 
设 
W := 229, 
WA Z 279 WH r(W) 22. MR r(W) 2 3, MARE A ce B(G) HW<A. BZ 
Wa A<SOS9 < D, 和 (3) 矛盾 . 于 是 有 
W= Cx C H |2| =2. 
于 是 同 12.1.5 的 证 明 中 那样 , 由 (2) 得 到 


No(W)/Co(W) = Ss. 
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特别 地 , we HAAR. 因此 对 ac W*# zag 
Cela) = Ne(S"), ye G. 


因为 RY =R EHW < s, 得 到 
对 所 有 的 ac W*, 有 [Cr(a),W] < RAS =1. 
于 是 146 页 8.3.4 EHT 


R < Ca(W) & On (Co(Z)) n Co(Z9). 
再 次 应 用 8.2.13 得 到 
R < Ox(Ce(Z9)) 入 RY, 


从 而 有 R= K, ge M, 得 到 矛盾 . 因此 证 明了 (4). 

为 了 导出 最 终 的 矛盾 , 现在 假定 MOM €H 中 不 是 强 嵌 入 的 ， 那 么 存在 
g E H\M ff HOMOM! 是 偶数 阶 的 . 首先 注意 到 因 No(S) < M 而 由 Frattini 论 
断 得 到 M = Na(M), 所 以 M £ M°. 设 

QESyHNMNMS 和 D:= SN 5. 

在 M PRS Ai Q< D. 由 (2) 和 (3), 存在 MAD 的 2 元 素 y 使 QY =Q, 
从 而 由 135 页 8.1.4 得 存在 对 合 w e 2(Q@) 使 wy = w. 因此 有 

(5) C := Colw) £ M. 

存在 ce G, 使 

Smessncesy2C. 


因为 2< Snc H S nC s M”, (4) ace M. 于 是 在 M PRA, 可 假设 
SNC € SyhC. 


和 12.1.5 的 情形 (a) 中 一 样 , 存在 A e B(G) 使 A< SOC. FE 1213 和 12.14 
wf On (C) < R, AA On (C\SOC) < M. 但 此 时 由 103 页 6.4.4 证 得 


Z < Oy2(C) < CNM. 


因此 对 所 有 的 ce C, 2 都 在 M* 中 , 从 而 由 (4) 得 到 C <M. 这 和 (5) FE. o 
12.1.5 中 的 情形 (c) (d) 对 应 于 定理 1 的 情形 (c),(d), 情形 (a), (b) 在 12.1.6 中 
已 得 到 处 理 . 因此 证 明了 定理 2. 
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122 AT) 分 & 
本 节 中 , G 是 局 部 特征 为 2 的 ZN 群 ,TT 是 G 的 非 平 凡 2 THR. 
把 群 X 关于 素数 2 的 Thompson 子 群 的 集合 记 作 J(X). HLT) 是 G 的 满 
是 
T € SylyL, J(T) £ O2(L) H Ce(O2(L)) < O2(L) 
FR. REIRAS Or(L)=1, 
3} T < S € Syl,G A 2(5) < Z(T) < Z(O.(L)). 


特别 地 , 工 是 ZN 群 . 
对 LECT), 用 到 下 面 的 符号 : 
V := (Q(2Z(T))*) (< 2(Z(O2(L)))), 
C:=C,(V), 


L:=L/C BL := L/Oa(L)®, 


12.2.1 设 工 是 G 的 2 局 部 子 群 且 人 Te SylsL. BA 
Le £(T) + J(T) £ Oo(L). 
证 明 因为 G 的 局 部 特征 为 2, 所 以 像 257 页 提 到 的 那样 , L 满足 
Ce(O2(L)) < O2(L). 口 
12.2.2 @Le £71; 
(a) C = Oy (C) H CT =C xT. 
(b) J(T) £ C. 
证 明 ”因为 J(T) £ OL) 所 以 从 (a) 得 到 (b). WT < S € Syl,G. 同 前 面 所 
提 到 的 有 
2:= U2(5)) < Q(Z(T)) < V. 
于 是 Zig 
C < Ce(4)NL s Ni(S) < NL(T). 
因此 C 是 2 闭 的 ,从 而 得 到 (a). 口 
根据 12.2.2(b) 和 9.2.12 知 工 E L(T) AE Thompson 可 分 解 的 , 所 以 能 够 运用 
9.3 节 的 结果 . 从 9.3.8 得 到 
D 用 拔 和 波纹 的 的 定 
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12.2.3 WLELT). BAL PETE E e E, 使 下 面 成 立 ; 

(a) C< BAL. 

b) {En e E} = {En , Br}. 

(c) J(L) = Ey Moai x Er. 

(d) V = [V, E1] x -+ x [V, Er] x Cy(J(Z)). 

(e) [V, E] = Cy x Co H E; = SLa(2), i=1,--- ,7. 口 

下 面 介绍 JT) 分 支 这 个 概念 . 独立 于 工 E CT) 的 特殊 选择 来 描述 12.2.3 中 
群 EE; 的 结构 可 以 看 作 是 一 个 尝试 . 这 使 得 能 够 研究 这 样 的 J(T) 分 支 到 C(T) 的 不 
TCH PRA. 最 终 目标 ( 见 12.3 节 ) 是 证 明 一 个 适当 选择 的 I(T) 分 支 可 包 合 
在 G 的 唯一 极 大 2 局 部 子 群 中 . 

G 的 子 群 K 叫做 一 个 J(T) 分 支 (J(T)-component), 如 果 下 面 的 条 件 成 立 ; 

Kı K=O7(K)=(K,J(T)| E K/O.(K)2 Cs 

Ko X} I(T) < Î € Syl,(KJ(T)) 有 J(T) = I(T), 

Ka Xf We := [2(2(02(K))), K] 有 Wr = Ci x Co. 

以 KIT) 表示 G 的 I(T) 分 支 的 集合 . ML GC, 设 


K1(T) := {K € K(T)|K < L}, 


Ko(T) := {K € K(T)|J(T) = J(To), XIF T < To € Syl Ne(Wpr)}. 
第 1 个 观测 结果 虽然 初等 但 有 用 ， 
12.2.4 WKeEK(T)/ BQEGHTHRERE 
KJ(T) < Ne(Q) M Q < Ne(J(T)). 
那么 Q < No(K). 
证 明 ”由 假设 得 
(HTE) = (I(T)*) = KIT), 


所 以 Q 正规 化 KJ(T), 从 而 再 次 由 K 得 到 也 有 O?(KJ(T)) = o 

12.2.5 设 LeLT) 且 0:={ 轧 ,… E} BLN 12.2.3 Fanien 
子 群 的 集合 . 那么 对 K € KL(T) 存在 双 射 

p:K1,(T) > 2, tf K = 07((07(K*), J(T))), 
并 且 
K49L B Wr = [V, K”). 

证 明 WK EK, (T). 由 12.2.2(a), C 正规 化 了 从 而 也 正规 化 J(T). 因此 由 

12.2.4(4 Q:=C) 得 
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(1) KI KC. 
特别 有 K < KOL) 且 
K 2 [K, J(T)] < [KC, J(T)] < KIC, J(T)] “$” KOL). 


FEK AF 
(2) K = O? ([KC, J(T)])- 
再 次 由 K, 得 
(3) K < O? (E) x- x OE., 
所 以 O2(K) =1 H 


O2(K) < CN02(K) < O2(C) < O2(L). 


于 是 由 K 和 12.2.2(a) 得 到 
(4) K = C; H [V, K] = [V, K, K] = Wk = Cy x Cy. 
因此 , 由 12.2.3 知 恰 存 在 一 个 ie {1,--- ,r}, 使 下 到 五 ;上 的 投射 非 平凡 , 从 


而 有 
(5) KC = O?(E;)C. 
这 证 明了 存在 映射 
p:K,(T) +2 4% K = 07(Ke). 
并 且 对 E= Ke 有 


K Ë OKC, J(T))) 2 07((07(E)C, (T))) E. [OB), TT)OL). 
因为 K = O7(K), 这 证 明了 K = 07([07(;),J(T)]) = O7((K°, JT). 由 (1) 和 
(5), K 次 正规 于 工 , 由 (4) 得 [V, K] = Wr. FÆRA FHE p 的 双 射 性 . 从 (2) 得 到 
单 射 性 . 

对 于 p 的 满 射 性 的 证 明 , 固定 FeO 且 设 

Ko := 07([07(E,)C, J(T)]) 和 Wo := [2(2(O2(Ko))), Kol. 
只 要 证 明 Ko 是 J(T) 分 支 就 够 了 . 
显然 因 了 ESyl 得 Fo 满足 Ke. HX = O7(E)C. H 12.2.2, X #2 RA 


|X /Cx(J(T))| = 3. 
因此 150 页 8.4.4 A8 
Ko = [X, J(T)| = Cs. 


男 外 , 因 Ko < [Ko, J(T)|Oa(L) 而 有 Ko/{Ko, J(T)] 是 2 群 . 于 是 由 Ko 的 定义 得 
到 
Ko = O7(Ko) m [Ko, J(T)), 
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从 而 对 Ko 有 Ki 成 立 . 

剩 下 证 明 Ko 满足 Ka， 再 次 由 Ko 的 定义 得 [人 Ko] < Wo. AER UE 
|Wo| < 4 即 可 . 

在 所 有 满足 (Ko, A] £ O2(Ko) 的 A € A(T) 中, 选择 A 使 Ca(To) EK. 
存在 de Ko 使 (A, At) 包含 Ko 的 一 个 Sylow 3 FH D. 由 150 页 8.4.2, 
Ko = DO2(Ko) 得 D 无 不 动 点 地 作用 在 Wo 上 . 由 此 得 到 

(6) Cm, (A) N Cw, (A9) = 1 A Wo = [Wo, Al[Wo, A°]. 

BE Ao := Ca((Wo, Al)[Wo, A], Ai := Ca(Ko/O2(Ko)). 那么 |A/Ai| = 2, 从 而 
177 页 9.2.3 A 

(7) Ao € A(T) H [Wo, Ao] #1. 

因为 

Ca(Wo)[Wo, A] < Ca, (Wo), 


由 Cm (4)| 的 极 大 性 得 Ao < A BE Ap = A. 在 第 1 种 情形 有 
AdOs( Ko) = A002(Ko) < Cr([Wo, A]) n Cr((Wo, A*)), 


从 而 (6) 蕴含 [Wo, Ao] = 1, 这 和 (7) FA. FER 2 种 情形 ， 由 同样 的 论证 得 到 
[Wo, Ar] = 1, 从 而 |A/Ca(Wo)| = 2. 于 是 由 14| 的 极 大 性 得 到 Cw,(A) = Won A 
且 

[A| > |WoCa(Wo)| = |Ca(Wo)||Wo/Cw, (A)|. 


于 是 


从 (6) 得 到 [Wo] < 4. 口 
下 面 的 两 个 结果 是 12.2.5 的 推论 : 
12.26 设 LeLlT), KeKkr(T) 且 ZT)NWE#1. BAT < NL(K). 
证 明 ”由 12.2.5, 存在 12.2.3 中 那样 的 子 群 E 使 
Wk =[VWE] 有 K=O"(0 (BE), J(T))). 
因为 由 12.2.3 的 (b) 和 (d) 得 
Xİ z e L\N,(Ei), 有 [VEINIV BF] = 1. 
ett ZT) OW #1 MAT < NE) 从 而 得 到 结论 . o 
12.2.7 & K €Xo(T), 那么 下 面 成 立 : 
(a) Ne(K) = Ne(Wx)- 
(b) RATA I(T?) < Nc(Wx) fi g € G, K Æ J(T*) Wx. 
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证 明 (a) WL := Ne(Wx) HT < T € Syl. 那么 由 Ko(T) 的 定义 得 到 
J(T) = J(To) ,所 以 KK 也 是 (TD) 分 支 . 由 此 得 到 I(T) £ OL), 从 而 由 12.2.1 
#4 Le LT). 

运用 12.2.3 和 12.2.5 以 及 那里 给 出 的 符号 . MARE EEN 使 

K = 0°((07(E), J(T)|) H We = [V, E] . 
于 是 由 12.2.4 的 (b) 和 (e) 得 
E44L 有 U(L)=E. 
男 一 方面 , 由 Frattini 论断 得 


L = Nz(J(T))J(L) = Nz(J(T))EC, 


从 而 由 12.2.2 得 C < Nz (J(T)). 于 是 得 到 (a). 

设 I(T?) < Ne(Wx). BA JIT?) 是 I(T) 的 Nal Wr) HA, 于 是 从 (a) 得 到 
(b). 口 

现在 能 够 证 明 本 节 的 主要 结果 . 

12.2.8 HK <Le CLT) fF KI5(K,J(T). BENE gc CH Ke 
Ko(T9). BA K € KLT) 且 特 别 有 

K 441. 

证 明 WR K € Ki (T) MA 12.2.5 Ẹ K <L, BWR IT) < NLK) Æ 
么 由 12.2.7 得 K € KLT). 于 是 可 假定 ` 

(*) J(T) £ Ni(K) EE No(Wk). 
现在 证 明 这 将 导致 矛盾 . 

固定 符号 


Lo := (K, J(T)}, L* := LpO0(L), Ly := O2(Lo)K 
Al S € Syl,G 使 J(T) < SNL* =: T* € Syl, L*, 进一步 , 设 
Z := ((2(S)), V* := (QZT). 


(1) O2(Lo) < Ne(K). 
HBR K Idi, 所 以 有 


K = 0°(K) < O7(£)) < K. 


RAAT K = 07(L1), 从 而 得 到 (1). 
(2) Z < Z(T*) A V* < Z(Og(Lp)). 


122 J(T) + & | | SITE 
注意 到 
Cs(O2(L)) < O2(L) < O2(L") < T" 
H 
Q(Z(T*)) < J(T*) = J(T) < Lo. 


MST Z< Z(T*) 且 AZT) < Z(O2(L*)) A Lo. 因此 因 O2(Lo) < O2(L*) 得 
到 Vr < Z(O2(Lo)). 

(3) Wx = [Z, K] = [V*, K]. 

因为 O2(K) < Oo(Lo) 所 以 由 (1) 和 (2) 得 到 [V*, K] < Z(0:(K)). H K 在 
Z(Oo(Lo)) 上 的 互 素 作用 得 [V*, K] < Wx. AX |We| =4 Be (2) A Z < Vv", A 
以 只 要 证 明 [Z, K] #1. 

假定 [2, K] = 1. 那么 


K < CL(2) < Ni(SNL) < Ni (I(T), 
从 而 
J(T) < Ox(Lo) < Ne(K), 
这 和 (+) TA. 因此 (3) 得 证 . 
现在 导出 最 后 的 矛盾 . 因为 I(T) = J(T*) 且 O02(L) < O2(L*), 所 以 


Ca(O2(L*)) < Ca(O2(L)) < O2(L) < O2(L"), 


于 是 L* E £(T*). 把 12.2.3 应 用 到 L* 和 V* 上 (替代 工 和 V). 

设 E; 是 那里 给 出 的 次 正规 子 群 ED, E 中 之 一 且 Wi := [V*, Bl. 根据 (3), 
子 群 E 和 KK 都 正规 化 Wk Wi. 

另 一 方面 , 由 12.2.3(d), 因为 |WkWi| < 2 所 以 Wi 在 WW: 中 至 多 存在 两 
个 L'H. 因此 K = 07(K) WS K < N,-(Wi), 从 而 Wk = Wi 或 (W;, K] =1. 

第 1 种 情形 和 (+) 矛盾 . 因此 , Mi = 1,--- ,r A [W K] = 1. 这 和 12.2.3(d) 
一 起 得 到 

(I(T), V*, K] =1 = [V*, K, I(T), 

从 而 由 三 子 群 引 理 得 到 [K, J(T) < C := Cr-(V*). 由 12.2.2 得 C*J(T) 是 2 闭 
的 , 所 以 K < Ne(J(T)). 但 这 与 (3) 和 (+) FE. 口 

下 面 半 于 J(T) 分 支 的 结构 的 结论 将 在 下 一 节 结 尾 用 到 . 它 独 立 于 本 节 的 男 一 
个 结果 . 

12.2.9 @KeEK(T) A Z:=A(Z(J(T))). 那么 

Zo = (Zo N Z(KI(T)))(Zo Wr) BZ Wx| = 2. 
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WEAR 设 工 := KJ(T). 由 Ko, 可 假设 了 < Syl, L, HK, 得 到 
(1) L/O2(L) = Ss. 
因为 J(T) aT H |L:T|=3, L PREFE JIT) 的 3 ASA, 从 而 
(2) 对 每 一 个 de L\T 有 工 = (JT), I(T). 
设 
V := (Q(Z(T))*) (< 2(023(D))): 
BAA Wi 习 工 而 有 Wk nV 关 1, 得 到 Wi eV. K 在 VV 上 的 互 素 作用 证 明了 
(3) Wx = [V, K, K] = [V, K] B C,(V) = 02(L). 
B A € A(T) WE A £ O2(L). WA (1) 和 (3) BS 
Ca(V) = AN OL) Al |A/C4(V)| =2. 
特别 有 |4| < |VC4(V)|, 从 而 由 4 的 极 大 性 得 到 
|A] = |Ca(V)V| = (An O,(L))V). 
所 以 有 
(4) A(O2(L)) C A(T) BZ < 2(J(O2(L))). 
于 是 9.3.9 证 明 (Zo, K] < V, 从 而 由 (3) 得 (Zo, K] << Wr. RV := AW A 
X := 299 ZG, d A (2) 中 所 定义 . 因为 Wen 4(T) #14 |We| = 4, 所 以 得 到 
[Vo : Zol = |W : (Wk Z)| <2 A Vo: K| <4. 
昼 一 方面 , 由 (2) @ X < Z(L) A 2(L)N Wx =1, 所 以 
Zo =X x (4(T) 门 Wr), 


从 而 结论 得 证 . | o 


12.3 ”局 部 特征 为 2 的 NN 群 


ATH, G 是 使 02.(G) = 1 的 局 部 特征 为 2 的 ZN 群 , 并且 S € Syl,G, 
4=Q(2(S)) 且 Æ G 的 包含 Ne(J(S)) 的 2 局 部 子 群 
因为 J(S) 是 5 的 特征 子 群 , 所 以 有 


Ca(Z) Ś Ne(S) < Ne(J(S)) < M. 


从 而 由 Frattini 论断 证 得 No(M) =M. 于 是 
对 所 有 的 zE G\M, 有 MM”. 
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如 果 M 在 G PARRA, 那么 存在 ce G\M 使 MN M7 是 偶数 阶 的 . 这 导 
出 下 面 的 符号 : 

T(M) 是 M 的 满足 

(+) G 中 存在 2 RTH LETS LALEM 
的 非 平凡 2 FÆ T 的 集合 . 

12.3.1 M 在 G 中 是 强 嵌 入 的 当 且 仅 当 T(M) 是 空 集 . 

证 明 由 了 (MI) 的 定义 , 显然 , 如 果 T(M) = 己 那 么 M 在 G 中 是 强 嵌 入 的 . 

现在 假设 M ÆG FERRARE T(M) 4 o. 那么 

(站 对 每 一 个 TeT(M) 有 Nol(T)< M. 
选取 了 ET(M) 使 T EKER T <L A (+) 中 所 定义 , WALZ M. 

由 () 得 

et T < To € Syl,L Ë Nz, (T) SMAL, 
从 而 由 T 的 极 大 性 得 了 = Ny (T) = T. 特别 有 
O2(L) < To S MANL. 

因此 也 有 Oz(L) e T(M), 从 而 由 (9 得 到 


得 到 矛盾 . 口 
鉴于 在 前 面 的 章节 中 引进 的 JT 分 支 现 在 研究 T(M) 中 关于 它们 的 Thomp- 
son 子 群 极 大 的 子 群 T. 确切 地 说 , 设 


a(T) :=|A|, A€ A(T). 


用 TM) 来 记 T(M) 中 在 下 面 的 意义 下 极 大 的 元 素 T HHA: 
s WE T Ee T(M), 那么 alT) < alTo). 
es WẸ T e T(M), 使 a(T) = al, WA IIIT) < | I(T). 
s WR T € T(M), Ë a(T) = a(T) E |J(T)| = |J(To)|, BA |T| < |Tol. 
12.3.2 ”对 每 一 个 TeT*(M) 有 No(J(T) <M. 
证 明 在 M PREM 可 假定 T S. WRT HS 那么 由 M 的 选择 得 到 
Ne(J(T)) < M. MRT < 5 那么 


T < Ns(J(T)) < MN No(J(T)), 


AT 的 极 大 性 得 到 No(J(T)) £ T(M), 所 以 有 Ne(J(T)) < M. 口 
12.3.3 设 了 ET*(M) 且 工 是 G 的 使 J(Z) 所 四 ESyl 工 且 工 藉 M 的 2 局 
部 子 群 . 那么 
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J(T) = J(T), To € T(M) H L€ £(Tp). 
证 明 由 12.3.2， 
Tı := Nn (J(T)) < MOL, 


所 以 由 了 的 极 大 性 得 I(T) = JT), 从 而 有 I(T) = J (Tp). 特别 有 To € T(M), 并 
且 再 次 由 12.3.2 得 J(To) d OL). 于 是 从 12.2.1 B L € L(Tp). 口 

由 12.3.3 能 够 用 12.2 节 的 结果 . 

12.3.4 设 工 是 GG 的 2 局 部 子 群 且 TeETO @ABT<LAM. BA 
LEL(T), WA T € SylaL H KL(T) #2. 

证 明 T< € SyL_,L. WA 12.3.3 证 明了 Toe T(M) H Le L(T). TH 
RAKES T=T. 其 余 的 结论 可 从 12.2.5 得 到 . 口 

现在 用 到 267 页 引入 的 集合 Ko(T). MT E€ TM), W Key (T) 是 Ko(T) 的 
使 

K#M H O2((K,T)) #1 

的 元 素 的 集合 . 

12.3.5 WAM T € 7*(M) A Kau (T) #2. 

证 明 设 TeT*(M). FH 12.3.4, 存在 Le ZL(T) L£ M. 由 Frattini 论断 
得 到 

L=Nz(J(T))J(L), 


所 以 由 12.3.2 得 JL) £ M. 因此 由 12.2.3 A 12.2.5, 存在 K E KLT) EK £M. 
还 需 证 明 K E Ko(T). 设 工 := No(Wk) 且 JIT) <T € Syl. BARK <L 
(@K EMAL M. 因此 123.344 I(T) = I(T), 从 而 K € Ko(T). 口 
12.3.6 ”唯一 性 定理 ” 设 TET*(M) HK eKem(T). 那么 KIT) 包含 在 
G HME ARA 2 局 部 子 群 工 中 , 并 且 KaL AT € Syl, L. 
证 明 设 忆 是 @ 的 包含 KJ(T) 的 2 局 部 子 群 的 集合 . 那么 因 We 418 
KJ(T) < No(Wxk) WH CIES. 注意 因为 开头 AM 所 以 上 中 的 子 群 不 包含 在 M 
中 


Hi LE LA IT) < To € SylsL. 由 此 从 12.3.3 得 到 
(1) K €X(T) H L € LT), 
所 以 12.25 AS 
(2) MAAN Le ca KL. 
BRU 和 A, 将 证 明 上 和 天 满足 121 页 6.7.3 的 假设 (1)~(3). F 6.7.3 中 那 
样 , 设 
Dp := {K*%\geG,K°4<4L} (LeL). 
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那么 (2) BARR 6.7.3(2). 
设 LeL, Kern AKI< L. AA JT) < L, Kaak, JT, 从 而 
12.2.8 H K? a aL. 这 是 假设 6.7.3(2). 
对 于 假设 6.7.3(3) 的 验证 , 设 
E := 5,02; H X = (5). 
那么 K erAmAxX<LA Ka aX. 特别 有 


1 # O2(K) < O2(X). 


从 而 Ne(O2(X)) 是 G 的 2 局 部 子 群 . 因为 J(T) BARPRE D, 和 x 上 , 所 
以 有 
I(T) < Ne(X) < Ne(O2(X)), 
从 而 Ne(O2(X)) e £. 这 证 明了 假设 6.7.3(3). 
于 是 由 6.7.3 证 得 £ 包含 唯一 的 极 大 元 素 L 由 Key (T) 的 定义 得 


O2((K,T)) #1, 


AT < L. 于 是 从 12.3.4 得 到 Te Syl. 口 

12.3.7 KLKAT A 1236 中 所 定义 ,Tg<5 且 设 

Zo := 2(2Z(J(T))) 和 Z := N(2(5)). 

那么 Zo Wi #1 且 下 面 之 一 成 立 ; 

(a) Z = Zo = Co. 

(b) Z = %2% xC HT=S. 

(c) Q(2(T)) = Zo = Ca x Cp H |Ne(Zo) : Cr(20) = 2. 

证 了 明 因为 Te SylsL 且 工 是 2 局 部 子 群 ,所 以 得 到 2 < zT), 即 

(1) Z< Zo: 

设 Ak := Cz,(K). 12.2.9 oe 

(2) |Zo: Zk) =2 H Z # Zxr. 
后 者 是 因为 由 假设 知 Co(Z) 是 2 闭 的 但 KJ(T) 不 是 2 闭 的 . 如 果 Z S= C WA 
(a) 成 立 . 于 是 可 假定 

(3) |Zo| > 4. 

首先 处 理 情 形 

Ne(J(T)) < L. 

MA Ns(J(T)) =T 从 而 S=T. 因此 L RAM M 相同 的 性 质 . 特别 , 因 M L 
而 有 Te T*(L). 
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根据 12.3.5( 互 换 L 和 M 的 角色 ), FE F € Ka L(T). 设 Zp := Cso( 了 FP). X 
于 Zr 有 

(4) |Zo: Zr|=2 H Z # Zp. 

如 果 Zen Zr 41 那么 由 工 的 唯一 性 得 到 


(PK, J(S)} £ Ng(Zk 站 Zr) <L, 
RA FLIA. 于 是 有 
2k Zp = 1, 


从 而 (2)~(4) AA 
Zo = Co x Ce H Zg = Zp = Cy. 


如 果 (b) 不 成 立 , BBA (1),(2) 和 (4) 表明 2 的 阶 为 2, 并 且 因为 Ce(23) 是 2 财 的 
得 到 2 既 不 和 Zr HELPA Zr HH. 因 < AIS RBS TM ces 
Zi=Zrp H 

(F, K=, J(S)) < Ne(Zp). 


AFM ress L, 于 是 工 的 唯一 性 证 明了 
(FK? (DL = L: 


这 和 F< LB. 
最 后 还 需要 考虑 情况 
Ne(J(T)) £ L. 


i g € No(J(T))\L. 如 果 Zk 2 41, 那么 由 工 的 唯一 性 得 到 
KJ(T) < Ne(Zx 0 Z$) < L, 
类 似 地 , 用 (K7, M9, L°) 替换 (K, M, L) 得 到 
Ng(Zr N Z$) < D. 


这 证 明了 KJ(T) < L, 从 而 L = L. AA L 是 极 大 2 局 部 子 群 所 以 得 到 9 E L, 
矛盾 . 
因此 2.02% = 1, 从 而 同上 面 一 样 由 (2) 得 到 


2Z0 = Ca x Ca. 


下 面 证 明 


123 ”局 部 特征 为 2 的 和 N 群 TT 


(5) Zo < Z(T). 
FREE te T tË [Zt 41, RHA Z < 2. 同上 面 , Zk, 72 AZ BZ FP 
3 个 阶 为 2 的 子 群 , 且 2 既 不 和 Ze HA zi Hy. 由 此 得 到 2 = 77M 
而 
tg € Na(Zr) < L, 


这 和 gg LFE. 因此 证 得 (5). 
从 2(Z(T)) < Zo 得 到 
Zo = 2(2(T)), 
由 工 的 唯一 性 得 到 
Ca(Zo) < Ca(Zx) < L. 


如 果 Z = Z, WA 5 =T 从 而 得 到 (b). 
BEZZ. WATS, WAT < Ns(20), MAMA Z 在 Nel2o) PRAM 
Ze FAA z SHES BI 


INs(Zo)/Cs(Zo)| = 2 = |Na(4Zo)/Ce(Zo)|- 


这 就 得 到 了 (c). 口 
12.3.8 设 TeT*(M) E K €Kom(T). WA K EWF (K,T). 
证 明 在 M PREMS, 可 假设 了 < S. EHEM ( 见 12.3.6) 证 明了 
(K,T) 包含 在 唯一 的 极 大 2 AWT LHET € SylsL. 并 且 12.3.7 88 


Z(T)OWx #1. 


于 是 从 12.2.6 得 到 结论 . o 

12.3.9 $T € T*(M). 那么 存在 两 个 不 同 的 J(T) 分 支 Kı, Ka € K(T), 使 
对 R := (Kp Thi=1,2, FERS ER: 

(a) Ce(O2(Pi)) < Oo(P;). 

(b) T € Syl.. 

(c) Pj{/O2(P;) = Sa. 

(d) (Q(4(T)), Pi] # 1. 

(e) Oa( (Pi, Pa)) = 1. 

并 且 已 包含 在 G 的 唯一 极 大 2 局 部 子 群 L; HH T E€ Syl L. 

证 明 ”由 12.3.5, 存在 Ki € Koym(T), 从 而 根据 唯一 性 定理 ( 见 12.3.6), Pi 包 
会 在 G 的 唯一 极 大 2 局 部 子 群 L 中 . BAT € Syl L, 从 而 也 有 Te Syl,Pi. 由 此 
得 到 

Ca(O2(Pi)) < Ce(Oa(Z)) < O2(L) < O02(P). 
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从 12.3.7, 得 到 Z(T)m Wr, #1. 这 证 明了 [0(2(7)), Ki) 41, 并且 由 12.3.8 
得 Ki 正规 于 P, 即 有 P = iT. FN i = 1, (a)~(d) 成 立 . 

首先 假定 No(T) g L. Rg € Ne(T)\L A Ko := K? BA P, A P, Se, Pr 
以 Pp 也 具有 性 质 (a)~(d). 另外 Ls 是 G 的 包含 P 的 唯一 极 大 2 局 部 子 群 . 因此 
(e) R, 否则 有 L= Lo 从 而 9 € L. | 

现在 假设 No(T) < L. WA T € Syl,G, 在 M PRHA E, 可 假设 

T=S. 
从 12.3.7 得 到 Z = Zo, Zo 同 12.3.7 中 的 一 样 . 所 以 
Ne(J(S)) < Ne(Zo) & Na(S) < LO®. 


因此 L 具有 和 M 相同 的 性 质 . 同 12.3.7 的 证 明 中 那样 , 存在 Ks © Key, (T). 同 
上 面 一 样 ; 用 工 代替 M, 对 P PEI (a)~(d) 成 立 . 

对 于 (e) 的 证 明 , 假设 O2((P,, P2)) 关 1. 那么 对 Ky, 由 唯一 性 定理 证 得 P < L. 
这 和 Ke 赤石 矛盾 . 0D 

现在 运用 10.3 节 由 融合 方法 得 出 的 结果 . 

12.3.10 wTeT*(M). BAG 中 存在 两 个 不 同 的 极 大 2 BATH P, 和 
P, W T € Syl,P;,i = 1,2 HA 

P, = Pa = Sy Ñ P, = Po = Sy x Co. 
证 明 W P <L A PsL A 12.3.9 中 所 定义 ,所 以 特别 有 
T € SyLLi N Syl, Lz. 


从 10.3.11 得 知 P 具有 所 要 的 结构 . 下 面 仅 需 证 明 对 i = 1,2 有 P = Li. 固定 i 
用 符号 
(L, K, P) 代替 (Li, Ky, Py). 
那么 
Z(T) < O2(L) < O2(P) < T € SyloL, 
AFA (Z(T)?) = O(P). 由 此 得 到 
O2(L) = O2(P). 
因为 |O.(L)| < 8, 由 12.2.3 和 1236 得 天 BLM J(T) 分 支 ， 因 此 再 次 
由 12.2.3 和 12.2.5,W ERF L H \O2(L)/Wx| < 2. 于 是 由 140 页 8.2.2 证 得 
CL(Wk) 是 2 群 , 所 以 CL(WE) = O2(L). FH L/CL(Wr) = S: #8 L=P. O 


D 运用 和 257 页 的 2 等 价 的 条 性 ， 
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现在 能 够 证 明 本 章 引言 中 所 述 的 定理 1 和 定理 3T. 

定理 3 的 证 明 ” 设 互 := 07(G), M 同 本 节 开 始 所 介绍 的 . 假设 M 在 G 中 非 
强 嵌 入 .那么 12.3.1 MA T(M) 4 o. 于 是 也 有 T*(M) +Ø, 从 而 可 运用 12.3.10. 
设 P, Pno T 同 那里 所 述 且 


Mi = ATF; i= 1,2). 


进而 , MS i= 1,2 设 
Li — Z (Pi) 
Oi := O2(O7(P;)) (£ HAT) H 
lo (Q1, Qa). 


BA Q HQ. 是 再 个 阶 为 4 的 初等 交换 群 , FAA Qi AQ 它们 相交 于 一 个 2 阶 
子 群 中 . 因此 T 是 8 阶 二 面体 群 . 因为 To 在 M 中 , 所 以 对 i=1,2 有 
M; = Ss BRM; = R. 
首先 假定 M 兰 S, RR LEH 的 包含 M 的 极 大 2 局 部 子 群 ， 那 么 因为 
Ne(Q:) = R 而 有 


No,(1)(Qi) < O2(L) Pi n H = O2(L) A Mi = Qi 


由 此 得 到 Q: = O2(L), 从 而 L= Mi. 
因此 为 了 证 明定 理 3 只 需要 证 明 M 兰 54 Mo. 下 面 将 证 明 男 一 种 情形 


M; = P;%C2x Ss (i=1,2) 


导致 矛盾 . 于 是 从 现在 起 假设 
TSH. 


设 (2) := Z(To) B (zi) := Zi. 那么 

(1) Oa(P) = (z) x Qi, Z(T) = (2) x (z) B (2) = Q1N Qa. 

(2) A(T) = {02(P1), O2(P2)}- 

(3) O2(P1) U O2(P2) = {x € T|z* = 1}. 
并 且 z 是 PB 中 非 平方 的 元 素 四 . 由 PA 的 极 大 性 得 到 Ce(z) = P. 因此 z EG 
也 是 非 平方 的 . 另 一 方面 , > ET 中 是 平方 的 , 故 因 To 中 的 所 有 对 合 (在 (Pi, Pa) 
中 ) 和 H, 从 而 它们 都 是 平方 的 . 由 此 得 到 

(4) 22 N79 = 2, i = 152: 


D 定理 2 已 经 在 12.2 节 中 得 到 证 明 . 
D 就 是 说 , Py 中 不 存在 元 素 工 使 z = 27. 
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WS €Syl,G 使 
Le SV. 
mR T = SH, 那么 Te Syl,H 从 而 由 Thompson 转移 引 理 (用 到 H 上 ) 证 得 z 
Al Ty IA ASEH. 这 和 (4) 矛盾 . 于 是 有 
P< 5 OH, 


FA T < Ns(T). P, 的 极 大 性 和 Pi +P MET No(T)( HSH) 传递 地 作用 在 下 
{41,22}, {Q1 Q2}; A(T) 

E, 且 在 每 一 种 情形 T 都 是 作用 的 核 . 由 此 得 |Ns(T)/T|=2 且 

(5) 对 每 一 个 ze Ng(T)\T 有 mtCrtz)) = (2). 

特别 有 

(z) = (2(S)) = Z. 
因为 A(Ns(T)) 的 每 一 个 元 素 的 阶 至 少 是 8, 所 以 (2) 和 (5) MAT 
T = J(T) = J(Ns(T)), 

AT T= J(S). RHA T a5. 因此 有 

(6) |S: T|=2, S € Syl,H H J(S) = J(T) =T. 

首先 假设 S\T 中 存在 对 合 t Roc G i 

Cg(t) S Ceslt) € Syl,Ca(t). 

MR Cr(t) = Z, BA Cs(t) = Z(t) = Cz x Co; 从 而 由 5.3.10 得 S 是 二 面体 或 半 二 
面体 群 . 这 和 S 中 存在 8 阶 初等 交换 子 群 了 矛盾， 

已 证 明了 Z< Cr(t). (5), z 在 Cr(t) 中 是 平方 元 , 从 而 在 s 中 也 是 平方 
元 . 因为 |S9:7T9| = 2 得 到 

BE TS, 
于 是 把 (3) 运用 到 Te 上 得 到 存在 子 群 Ae A(T!) 8 |Al=8 Hee A BK ZH 
会 A<Ce(Z) < Nels), 所 以 由 (6) 得 到 
A€ A(T). 

另 一 方面 ,由 Thompson 转移 引 理 证 得 上 MT PHP HSI. 于 是 由 
(3), Co(t) 中 存在 8 阶 初等 交换 子 群 B, 从 而 可 假设 B < Ss， 再 次 从 (6) 得 到 
Be A(T”). 因此 (2) WS |Bn4 24 AT 

BNA < Crit), 
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这 和 (5) FA. 

已 证 明了 ST PRAMS. 现在 确定 焦 子 群 Sn H'. 因为 H = 07(H), 所 以 
从 127 页 7.1.3 和 (6) 得 到 

(7) S=SOH' = {y tyly E S, y ES, g € G). 

H yy E S, ge G. WE y Aly MET P, BAER yy eT. By ¢T. 
MA oly) > 2, 由 (5) 证 得 Q((y)) = Z. 或 者 也 有 ys g T 从 而 由 相同 的 论证 得 到 
ly) = 2, 或 者 yeT 而 因 > 是 了 工 中 仅 有 的 平方 元 素 再 次 有 Ny) = Z. 

已 证 得 

如 果 oly) > 2, 那么 Q((y)) = 2 = (2)). 
于 是 在 这 种 情形 有 Z = 23, 从 而 由 得 ge NS). 因为 |38:T|=2, 所 以 再 次 得 
Hj yty e T. 因此 (7) HA 5 = SN H <T, 得 到 了 矛盾. 口 
定理 1 的 证 明 ”因为 定理 2 在 12.1 节 结 尾 已 经 得 到 证 明 , 所 以 可 假设 HZ 
具有 局 部 特征 2 显然 HZ 也 是 ZN 群 . 于 是 可 运用 定理 3 到 HZ 上 . 

如 果 AZ ARRATE, 那么 定理 1 的 (a) 成 立 . 在 另 一 种 情形 , H BAA. 
于 S, 的 极 大 2 局 部 子 群 . 将 证 明定 理 1 的 情形 (b) 成 立 . 

有 

O(P) = Cy x Ca H P = Ny(O2(P)). 
设 万 是 尸 的 Slow2 子 群 , 则 忆 是 8 阶 二 面体 群 . £ H PRS, 可 假设 


D<eSNH= R. 
设 
Z* := 2(Z(R)). 
那么 Z* < Os(P) HFE te Os(P) 使 
O(P) = Z* x (t) = Cp x Co. 


由 此 得 到 
Cr(t) = Cr(O2(P)) = O2(P), 


从 而 92 页 5.3.10 Ma R 是 二 面体 群 或 半 二 面体 群 . 因此 定理 1 的 (b) Rae. 


(1) 
[2] 
[3] 
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Mi 条 


在 这 个 附录 中 , 给 出 在 第 10 章 和 第 12 章 中 提 到 的 结论 . 
设 G 是 一 个 群 . 用 2*(G) E Z(G/Ow(G)) 在 G PHBE. 
Brauer, Suzukil?! (iz G BY Sylow 2 子 群 是 四 元 数 群 . WA Z*(G)/O(G) = 
Cð. 
Glauberman (Z* Æ)! #5 ÆG 的 Sylow 2 FH. 那么 
r € Z*(G) + 2° NCs(x) = {z}. 
Gorenstein, Walter) ”假设 O2(G)=1HG 的 Sylow 2 子 群 是 二 面体 群 . 
那么 F*(G) 同 构 于 
PS5L2(g9)，g 三 1(mod 2), BR Ar. 
Alperin, Brauer, Gorenstein”? ”假设 G 是 单 群 且 G 的 Sylow 2 子 群 是 
半 二 面体 群 . 那么 G 同 构 于 
PSL3(q), q = —1(mod 4), PSU3(q),q = 10mod 4), 或 Mi. 
Bender”! ”假设 c AMRATH®. 那么 下 面 结论 之 一 成 立 : 
(i) G 的 Sylow 2 子 群 是 循环 群 或 四 元 数 群 . 
(ii) G 有 正规 列 1< M < 虐 < G, 使 M 和 G/L 是 闸 数 阶 的 且 L/M 同 构 于 
PSLa(2”), Sz(22"-!) 或 PSU3(2")(n > 2). 
Goldschmidt”! 设 95 是 @ 的 Sylow2 子 群 且 4 是 3 的 交换 子 群 ,满足 


aéA,a% eS (ge G) >a? E A®, 
假设 G = (AS) H On (G)=1. BA 
G=F*(G), A= 0,(G)Q(T), 


AM G 的 每 一 个 分 支 K, AR K/Z(K) 同 构 于 
PSL9(2"), Sz(27"71), PSU3(2")(n > 2), 
PSL2(q),q = 3,5(mod 8), R(3*"*")(n 2 1) 或 Ji. 
D 因此 G/Z*(G) 的 Sylow 2 于 群 是 二 面体 群 , 所 以 G/Z*(G) 的 结构 由 下 面 的 Gorenatein- Walter 
定理 给 出 


O 强 2 RATE 10 章 的 符号 中 . 
OAE 5 中 关于 G 是 强 闭 的 . 


. 288 . 附 g 
0 
Thompson") i G 是 对 每 一 个 p € r(G], p 局 部 子 群 都 可 解 的 非 可 解 群 . 
那么 F*(G) 同 构 于 
PSTa(gj(g > 3), Sz(2°"~')(n > 2), Ar, Min, PSL3(3) PSU3(3) BR 2F,(2)’. 
Gorenstein, Lyons!®*!!, Jankol" 引 , Smith! #% G 是 所 有 2 局 部 子 群 都 可 
解 的 非 可 解 群 . 那么 FG) 同 构 于 
PSL2(q),q > 3, $2(2°"-1), PSU3(2")(n > 2), Av, Mir, PSL3(3), PSUs(3) 或 
2 Fy (2). 
分 类 定理 山 : 每 一 个 有 限 单 群 都 同 构 于 下 列 群 之 一 ， 
(1) 素数 阶 循环 群 . 
(2) 交错 群 An, n > 5. 
(3) 典型 线性 群 外 ， 
PSL,(q), PSUn(q), PSpan(g) 或 POE (q). 
(4) 例外 Lie HRD, 
*Da(q), Ee(q),? Ee(q), Er(q), Es(q), Fa(q),? Fa(2"), Ga(q),? G2(3") R 2B, (2"). 
(5) 零散 单 群 : 


Mii, Miz, Maz, Maa, Mos (Mathieu #)®, 


Ji, J2, J3, Jq(Janko m”. 
C'oi, Coz, Co3(Conway #), 
HS, Mc, Suz, 

Fiza, Fiz, Fii4(Fischer #), 
F,(MR®), Fy, Fa, Fs, 

He, Ru, Ly, ON. 


TUR [10] 和 研究 立 章 [84]. 

D 这 些 群 的 描述 可 在 [13] 中 找到 , 在 (5) 中 作为 Lie May. 

D seme [5]. 

地 这 些 群 大 的 在 1860 年 由 Mathie 发 现 . 第 1 个 清晰 的 构造 由 Witt[lool 在 1938 年 给 出 . 
© Ji 在 1965 年 发 现 1, 这 是 在 Mathieu 群 之 后 的 第 1 +e. 

DF 是 最 大 的 零散 单 群 , 它 的 阶 为 246 . 320 . 59 .76 .112 .133 .17519.23.29.31. 41-47. 59-71, 
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